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RESUMO: O presente trabalho aborda o desenvolvimento e a implementação de uma me- 
todologia original para o cálculo das correntes inter-barras em motores de indução de gaio- 
la. A técnica apresentada é baseada no Método de Elementos Finitos em duas dimensões 
(Lógica EFCAD-com Movimento desenvolvida' no GRUCAD/LEEI) e utiliza o Modelo 
Multi-Fatiado para representar a inclinação das ranhuras do rotor. Resistências transversais 
(inter-barras) são inseridas no circuito rotórico e a Teoria de Circuitos (Método das Cor- 
rentes Independentes) é adotada para acoplar as equações de campo às equações do circuito 
rotórico. A metodologia é aplicada no estudo de dois motores de indução de gaiola comer- 
ciais de alta potência. Os resultados obtidos mostram que para motores com problemas de 
isolação das barras do rotor a inclinação é a causa principal para a circulação de correntes 
inter-barras. Com a inclinação e baixo valor de resistência transversal estas correntes ten- 
dem a valores elevados podendo danificar o rotor e gerar perdas Joule adicionais que com- 
prometem o rendimento do motor. A técnica desenvolvida mostrou-se eficaz para o estudo 
das perdas inter-barras que representam urna importante componente das perdas adicionais
~ em carga dos motores de induçao de gaiola. 
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ABSTRACT: This work presents the development and implementation of a new method 
to calculate the inter-bar currents in cage-induction motors. This method is based on two 
dimensional Finite Element Method (Program EFCAD-with movement developed by 
GRUCAD-Brazil) / LEEI-France) and use the Multi-Sliced Method to represent the rotor 
bars skewing effect. Transversal resistance (inter-bars. resistance) are inserted in the rotor 
circuit and the Circuits Theory (Independent Currents Method) is adopted to couple the 
field equations to rotor circuit equations. The method is used to study two commercial 
cage-induction motors of high power. The results obtained show that for motors with rotor 
bars insulation problems the skewing is responsible for the inter-bar currents. With skewing 
and low transversal resistance values these currents tend to high values and can damage 
the rotor. These high currents can also cause generate stray load losses that comprornise the 
efficiency of the motor. The developed technique is eflicient to study the inter-bars losses 
that represent one important component of the stray load loses in cage-induction motors.
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~ ~ O motor de induçao de gaiola por ser robusto e de produçao mais barata tomou-se a 
máquina mais amplamente usada em vários setores da economia em todo o mundo. Sua 
larga aplicação porém hoje representa um problema a ser resolvido, uma vez que em 
muitos países , principalmente nos industrializados , estes motores representam mais de 
60% de toda a energia consumida. Os fabricantes de motores, deste modo, tem 
desenvolvido e comercializado motores mais eficientes. Estes motores são de alto 
rendimento e indicados para uso em regime de serviço contínuo. 
A importância do maior rendimento dos motores elétricos é bem compreendida com 
a análise de Gray [8] em seu artigo publicado em setembro de 1996 no IEEE Transactions 
on Energy Conversion. Nesta análise , Gray avalia que em alguns processos industriais e 
outros com regime de serviço contínuo a economia é de $l/hp para cada 0.1 % de aumento 
de eficiência. Uma vez que pequenas diferenças no valor da eficiência podem representar 
sensível economia de energia, a determinação precisa da mesma torna-se necessária. 
Independente do método utilizado para medir o rendimento do motor é esperado que 
ele seja sempre o mesmo. Contudo, não é isto o que acontece na prática [5][9][10]. As 
diferenças nos valores de rendirnento são devidas aos procedimentos de determinação das 
perdas adicionais em carga [4]. Na norma IEC-34-2 [3] é estipulado que as perdas 
adicionais em carga não devem ser superiores a 0,5% da potência nominal de entrada do 
motor. Inúmeras publicações tem sido feitas depois de 1972 onde são apresentados 
resultados obtidos com várias máquinas aplicando os diversos testes normalizados. Todos 
os resultados foram maiores que 0,5%. 
Desde o início do século, muitos trabalhos tem sido publicados abordando a 
influência das perdas adicionais em carga no rendimento de máquinas elétricas 
[14][15][16][17][18]. O interesse sobre este tema teve um significativo aumento a partir da 
década de 70, como conseqüência da crise energética ocorrida no período 1972-74. 
Sabendo-se que as reservas mundiais de energia são finitas , os países em geral tem 
buscado desenvolver programas a fim de melhorar a eficiência da conversão de energia. 
Programas como 0 “SAVE&PACE” (Specific Actions for Vigourous Energy Efiiciency e 
Programa de Ação Comunitária visando melhorar a Eficácia da utilização da eletricidade)
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apresentados no Conselho da União Européia em julho de 1989 e novembro de 1991 
mostram a preocupação dos países europeus em buscar soluções para o problema. 
Em 1997, Glew [2] publicou um artigo intitulado “Stray Load Losses in Inductions 
Motors : A Challenge to Academia“ que alertou a comunidade científica para a 
necessidade de desenvolvimento de um método de medição e cálculo de perdas adicionais 
em cargas em motores de indução. O autor alerta também em seu artigo a importância do 
desenvolvimento de novas teorias uma vez que há divergências nas definições existentes. 
Do exposto pode-se afirmar que na área de máquinas elétricas, a determinação das 
perdas adicionais em carga assumiram importância considerável na comunidade científica. 
Estas perdas apesar de serem tratadas na literatura durante as últimas décadas só 
passaram a receber tratamento especial depois da crise energética ocorrida nos anos 70. As 
dificuldades encontradas no entendimento dos fenômenos fisicos relacionados às mesmas 
assim como na discretização e formulação correta para seu cálculo e medição fizeram com 
que os trabalhos se desenvolvessem de forma lenta e cuidadosa. 
De um modo geral, estas perdas adicionais em carga podem ser resumidas em perdas 
devido às correntes de Foucault induzidas pelos campos harmônicos (perdas de alta 
freqüência), perdas devido aos fluxos de dispersão de freqüência fundamental e perdas 
devido à má isolação dos condutores do rotor [1][1 1][12][13]. 
As perdas de Foucault (no ferro e enrolamento) são as componentes que tem 
recebido mais atenção na comunidade científica A grande quantidade de publicações 
irnportantes na área nos últimos 10 anos tem apresentado resultados bastante promissores. 
As perdas de cabeça de bobina (associados aos fluxos de dispersão de fieqüência 
fundamental) e perdas inter-barras (associadas à má isolação dos condutores do rotor) são 
as duas componentes que menos receberam contribuições. Isto se deve ao fato da 
modelização das mesmas passar iniciahnente por uma representação tridimensional. As 
formulações analíticas de Alger [1] para o cálculo das perda de cabeça de bobina e de 
Odok [19] para as perdas inter-barras, apesar de todas as limitações , ainda representam o 
melhor meio de se obter um valor estimado destas perdas. 
Por representar um desafio, foi escolhida para o desenvolvimento deste trabalho a 
determinação de um método de cálculo das correntes inter-barras , associadas às perdas 
inter-barras em motores com problemas de isolação de barras do rotor. 
Iniciahnente foi feita uma seleção do material bibliográfico referente à área de 
estudo. No Capítulo l é colocada a dificuldade encontrada na modelagem das correntes
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inter-barras em virtude das poucas publicações encontradas abordando as mesmas. As 
publicações disponíveis usam diferentes critérios' de análise e normalmente são 
direcionadas para um detemiinado tipo de máquina [26][3 l][32]. De um modo geral, até o 
início da década de 90 todos os trabalhos baseavam-se no trabalho analítico de Adnan 
Odok que, apesar de matematicamente correto é ainda hoje , de dificil aplicação prática. 
Este trabalho contudo, fornece uma informação muito importante associada à inclinação 
dos condutores rotóricos. Conforme o autor, o efeito da corrente inter-barra e 
consequentemente da perda inter-barra será significativo somente em motores inclinados. 
Os efeitos benéficos conhecidos da inclinação nas perdas de alta freqüência deixaram de 
ser o único parâmetro para a definição do uso ou não de um rotor inclinado em máquinas 
de grande porte. 
O primeiro importante trabalho nesta área utilizando técnicas numéricas modernas 
foi o de Ho et al. [25]. Neste trabalho, os métodos de elementos finitos em duas e três 
dimensões são acoplados para determinar as perdas adicionais em carga do rotor inclinado 
de um motor de indução. As correntes inter-barras são inseridas no modelo impondo-se 
uma condutividade no ferro no sentido tangencial. Esta modelagem apesar de aproximativa 
não é a correta pois considera que as correntes inter-barras estão presentes em toda a 
estrutura do rotor. Na realidade, correntes inter-barras estão presentes somente em 
determinados pontos do rotor onde a isolação foi danificada. 
Com as informações obtidas do material bibliográfico passou-se para a segunda 
etapa do trabalho , o desenvolvimento do modelo numérico mostrado no Capítulo 2. A 
mesma consistiu em buscar uma proposta que pudesse utilizar o programa EFCAD com 
movimento. Este programa, desenvolvido pelos grupos GRUCAD/LEEI e baseado no 
Método de Elementos Finitos, permite a análise do comportamento dinâmico de máquinas 
elétricas. O passo inicial consistiu em introduzir a inclinação na modelagem inicial. A 
técnica selecionada para modelar a inclinação, O Modelo Multi-Fatiado, permitiu que as 
resistências transversais pudessem ser inseridas no circuito do rotor. Com esta inserção foi 
obtido um modelo completo para analisar as perdas inter-barras com a inclinação. 
No Capítulo 3 a validação da metodologia desenvolvida é feita através do estudo de 
um motor de indução de gaiola comercial. Deste estudo, importantes informações foram 
obtidas e que serviram para as conclusões mostradas no fim deste trabalho.
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1. As Corrente Inter-Barras em Motores de Indução de Gaiola 
1.1 Introdução 
As perdas Joule nos condutores do rotor devido ao problema de isolação dos mesmos 
é um tema que já vem sendo discutido na comunidade científica desde o fim dos anos 50. 
Tipos de tratamentos possíveis para a isolação das barras do rotor e os resultados obtidos 
com os mesmos foram durante muito tempo o ponto central das discussões. 
As publicações abordando o cálculo das perdas inter-barras são poucas. Os trabalhos 
analíticos de Adnan Odok [19] e Subba Rao [20] são referências mesmo nos dias atuais 
devido às suas significativas contribuições na defmição e tratamento matemático destas 
perdas. Modernamente, os pesquisadores japoneses têm se mostrado os mais interessados 
pelo assunto apresentando trabalhos na área de processos e cálculo. Matsuse et al. [31][32] 
a partir do modelo analítico de [19] , analisa um motor de indução alimentado por inversor. 
Ho et al. [25] acopla o Método de Elementos Finitos 2D e 3D para estimar as perdas 
adicionais em carga de um motor de indução com barras do rotor inclinadas. Nishizawa et 
al. [21] mostra em seu trabalho experimental uma nova técnica de isolação das barras e 
confirma a dificuldade na medição das resistências inter-barras. Recentemente Williamson 
[26] utiliza o modelo de circuitos acoplados para verificar a influência das correntes inter- 
barras no desempenho de um motor sem escovas com dupla alimentação. 
Neste capítulo, inicialmente são apresentadas as definições das correntes e 
resistências inter-barras. Na seqüência, por sua importância, o trabalho analítico de Odok 
para o tratamento destas perdas é também apresentado jimtamente com as principais 
conclusões e observações contidas no mesmo. Finalmente, encerrando esta seção, são 
mostrados resultados obtidos por um grupo de pesquisadores japoneses com uma nova
~ técnica de isolaçao. - 
1.2 Definição das correntes e resistências inter-barras 
No cálculo das perdas adicionais em carga , as perdas nos condutores do rotor 
devido às harmônicas de f.m.m foram calculadas até os anos 50 com o circuito equivalente
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de Alger [l]. Sem modificações, este circuito é obtido admitindo-se que os condutores do 
rotor são não inclinados e perfeitamente isolados. Contudo, em máquinas com ranhuras 
inclinadas e barras não isoladas, a resistência equivalente do rotor não é tão óbvia como 
apresentada uma vez que 0 mecanismo de produção de perdas é uma combinação 
complexa de várias componentes. Alger mostra que quando as barras do rotor são 
inclinadas de aproximadamente um passo de ranhura do estator a tensão induzida em cada 
barra devido às harmônicas de f.mm do estator é reduzida e com isso uma menor corrente 
axial flui na barra.
~ Para motores com condutores do rotor nao isolados o trabalho analítico de Odok 
apresenta-se como referência. A distribuição da corrente nas barras e no caminho 
transversal segtmdo o autor é dependente da magnitude da impedância do anel de curto- 
circuito. No caso dos motores de indução de gaiola, que em geral possuem um anel de 
curto-circuito de baixa impedância, a amplitude da corrente inter-barra será dependente da 
inclinação. 
A densidade de corrente no condutor do rotor está vinculada à variação da tensao 
induzida no mesmo, sendo portanto constante no caso do condutor não inclinado. A 
corrente inter-barra neste caso será nula pois está vinculada à variação da densidade de 
corrente no condutor . 
Para os condutores inclinados a tensão induzida varia ao longo do comprimento do 
mesmo e conseqüentemente a densidade de corrente no condutor também varia Se a 
resistência entre as barras (resistência inter-barra) for muito baixa correntes circularão 
pelas mesmas gerando perdas Joules adicionais que devem ser consideradas no cálculo das 
perdas adicionais em carga. 
A resistência inter-barra depende basicamente do valor da resistência de contato 
barra-ferro pois a resistência da chapa na direção radial é desprezada. 
Durante anos, vários processos tem sido utilizados pelos fabricantes de forma a 
aumentar a resistência de contato entre as barras e o núcleo nos motores inclinados. Porém, 
a incerteza dos resultados tem feito com que muitos destes fabricantes abandonem tais 
métodos. 
No cálculo das perdas inter-barras, geradas pela correntes inter-barras, o problema 
físico mais importante é conhecer a distribuição das correntes nas laminações e o circuito 
equivalente associado. O circuito fisico de um rotor de gaiola real tem considerável 
diferença do circuito fisico do rotor de gaiola ideal. A figura 1.1 mostra o modelo elétrico
6 
espacial da gaiola do rotor (segmento de aproximadamente 40°) onde considera-se que o 
rotor é formado por N barras de boa condutividade elétrica e simetria radial (gaiola ideal). 
Considera-se ainda que todas as barras e anéis de curto-circuito são isoladas eletricamente 
do pacote de chapas do rotor e possuem em toda sua extensão, forma geométrica, medidas 
e propriedades elétricas e magnéticas invariáveis. A gaiola de curto-circuito representa 
assim um enrolamento formado por N malhas, onde, as correntes destas malhas são iguais 
às correntes dos anéis de curto circuito nas malhas formadas pelas barras e pelos 
correspondentes segmentos dos anéis de curto-circuito entre elas [24]. 
No motor real onde a gaiola não é isolada do pacote de chapas do rotor têm-se por 
conseqüência um circuito elétrico muito mais complexo. O modelo elétrico simpliñcado do 
rotor de gaiola para este caso é mostrado na Fig.l.2. Este circuito possibilita uma análise 
quantitativa e qualitativa suficientemente precisa das correntes inter'-barras , assim como 
sua influência nas curvas características do motor de indução de gaiola. 
Para obtenção de resultados mais confiáveis contudo, uma divisão ainda mais 
refinada é exigida, principalrnente na zona dos dentes do rotor _ Considerando-se que, 
devido à natureza da resistência de contato , é necessário tratar cada chapa do pacote do 
rotor individualmente , obtém-se um circuito elétrico espacial com várias dezenas a várias 
centenas de milhares de elementos. Um circuito elétrico com tal dimensão atuahnente não 
pode ser solucionado de maneira produtiva nem pelos computadores mais modernos. Por 













Fig.l .1. Segmento do rotor ideal (barras do rotor perfeitamente isoladas).
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Fig.1.2. Segmento do rotor real simplificado (barras do rotor não isoladas). 
Os rotores de gaiola são fabricados de duas maneiras: com gaiola soldada e com 
gaiola fimdida (injetada). Eles se diferenciam segundo a maneira (tipo) de fabricação e 
segundo suas características [22] [22]. 
Em gaiolas soldadas com barras introduzidas, a seção transversal e a condutividade 
das são praticamente constantes ao longo de todo o seu comprimento. Devido à 
inclinação, tem-se uma diminuição da seção transversal da ranhura e um aumento do 
comprimento da barra, o que tem por conseqüência um aumento da resistência da barra. 
Em gaiolas fundidas as relações são bem mais complexas. Devido ao 
empacotamento impreciso (irregular), mostrado na Fig.1.3 (b) a seção transversal da barra 
varia ao longo do pacote e com isso também a resistência da barra. Ao mesmo tempo, a 
qualidade da fimdição (injeção) também influencia a resistência da barra. Pode ocorrer 
diminuição da condutividade no interior da gaiola devido a fissuras de diferentes formas e 
tamanhos e devido à oclusões de diferentes origens 
If” Í” 
Fig. 1.3. Empacotamento das chapas do rotor 
(a) ideal (b) rwl
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Um dos pontos importantes para o entendimento das perdas inter-barras é o 
conhecimento da fomia fisica da resistência de contato. Sabe-se que ocorre uma maior 
queda de tensão assim como aquecimento localizado nos pontos de contato entre dois 
metais. Isto leva a uma resistência maior nestes pontos, chamada resistência de contato ou 
resistência de passagem Rc. Esta resistência é, portanto uma resistência que se opõe a 
passagem de corrente de um metal para o outro. A zona da resistência de contato entre a 
barra de alumínio fimdido e o pacote de chapas é mostrada na Fig.1.4 (a). Na Fig.l .4 (b) é 
mostrada a zona da resistência de contato entre uma barra de cobre inserida (gaiola 
soldada) e o pacote de chapas. Observa-se que o contato metálico direto somente ocorre 
em algumas partes. 
A resistência de contato entre a gaiola e o pacote é formada pela ligação paralela da 
resistência pelicular e da resistência “de estreito 
A resistência pelicular ou resistência intermediária (Rh) é tuna conseqüência da 
camada má condutora (isolante) entre alumínio e ferro. A espessura da camada depende, 
em primeiro lugar, da espessura do óxido na parede da ranhura e na superficie da barra, e, 
em menor escala, das medidas da barra. A camada é formada de um entreferro irregular 
com espessura média de 0,01 a 0,1 mm. Ela é preenchida, além dos óxidos, com restos de 
lubrificantes e outras impurezas. Óxidos surgem em superficies metálicas limpas, formadas 
pela estampagem, sob influência da atmosfera ambiente. Sua espessura é muito variável, 
de 0,025 a 0,1 mm e depende da atmosfera na qual a chapa é colocada após a estampagem 
assim como da duração do intervalo de tempo entre a estampagem da chapa e a fimdição 
(injeção) da gaiola de alumínio. 
›zz›z-.¬.›.«.-.‹_›-.‹ -z.-f.¬‹-›.-=-=--:~Z- 5- '_ _' 
,.._.¬_ .¬.__._...,,.‹:.- -fr-3.: 
~ -~,_-.._ .›~..~= . › 3: 




L :..; :zm 
12" [erro barrada cobre 
(z) ‹b› 
Fig.l.4. Zonas de contato entre os condutores e o ferro
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Na fundição (injeção) sob pressão forma-se, em geral, um bom contato galvânico 
entre o alumínio e a chapa do rotor. Devido à alta temperatura do alumínio(em tomo de 
750 °C), à alta pressão e ao rápido preenchimento (cerca de ls) ocorre quebra do óxido de 
alumínio e do óxido de ferro. Fomia-se um grande número de contatos metálicos diretos 
distribuídos de forma irregular. 
Devido ao coeficiente de dilatação do alumínio ser o dobro do coeficiente de 
_ _ -s _ -5 dilataçao térmica do ferro(|3a¡ - 2,2lx10 /K e BF, - 1,15x10 /K), cada choque térmico 
(aquecimento e repentino resfriamento) leva a um aumento da espessura da camada de 
isolação entre o alumínio da barra e o pacote de chapas, com adensamento da barra. O 
valor da resistência da camada intermediária não é conhecido, e não pode ser determinado 
nem por cálculo nem por medição. Pode-se no entanto prever que esta resistência é uma 
grandeza descontínua e de relativamente alto valor, pois a camada é constituída de ar, 
impurezas e ligações químicas de reduzida condutividade elétrica. Por este motivo, pode-se 
desprezar sua influência no valor da resistência de contato nos métodos usuais de fundição. 
A resistência “de estreito” RE é, portanto, determinante para o valor da resistência de 
contato Rc. Ela consiste de um contato metálico direto local entre o alumínio da gaiola e o 
ferro do pacote. 
Para obter-se um modelo matemático, deve-se representar um ponto de 
contato(contato elementar) idealizado. Como o contato é feito através de uma pequena 
esfera com diâmetro do e resistência desprezível, as linhas de corrente desviam radialmente 
para a esfera. Os diâmetros das serni-esferas nas quais ocorre o contato metálico direto, 
dependem das condições antes citadas como do processo de estampagem das chapas. Sua 
grandeza pode ser estimada em do 5 0,01 a 1 um. 
Na análise da resistência de contato também deve ser considerada a resistência da 
superficie do rotor. Ela pode ser desprezada em rotores grandes, assim como no caso de 
ranhuras fechadas e em gaiolas com barras afastadas do entreferro. Em rotores fimdidos 
pequenos com ranhuras semi-fechadas, a resistência da superficie do rotor, formada no 
tomeamento do rotor, tem influência significativa no valor da resistência transversaL Esta 
influência é tanto maior quanto menor for o rotor. A resistência da superficie do rotor não 
pode ser determinada por cálculo, pois a espessura do revestimento é muito irregular, tanto 
no sentido axial quanto no tangencial. Ela depende da 'largura da abertura da ranhura do 
rotor e do processo de tomeamento. Na passagem da ferramenta de corte, da barra para o 
dente, o alumínio é engordurado e puxado na direção do movimento da ferramenta de
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corte. Assim, forma-se um contato melhor entre o alumínio da barra e o ferro do pacote em 
um lado da ranhura do que no outro lado da ranhura. 
Com o exposto até o momento pode-se notar que um rotor com barras não isoladas 
somente pode ser substituído por um circuito elétrico tridimensional assimétrico muito 
complicado. Devido ao grande número de elementos desconhecido/s e/ou parcialmente 
desconhecidos não é possível utilizar tal circuito equivalente no cálculo de motores 
assíncronos com rotor de gaiola não isolada nem na avaliação de resultados de medições da 
impedância transversal e da resistência de contato. Deste modo é necessário fazer uma 
série de considerações que influenciam mais ou menos na precisão dos resultados finais, 
porém simplificam o modelo matemático e possibilitam o cálculo. 
Na significativa contribuição de [19] a teoria das perdas devido às correntes fluindo 
entre as barras é baseada em uma representaçao otimizada do circuito transversal 
observando as seguintes simplificações : 
'=> Simplificação do circuito elétrico radial-tangencial do rotor 
a) o rotor é radiahnente simétrico, isto é, todas as barras tem a mesma resistência assim 
como a mesma resistência de contato. 
b) a resistência das chapas na direção radial e tangencial pode ser parcial ou totalmente 
desprezada. 
=> Simplificação do circuito elétrico axial do rotor 
c) a resistência da barra é constante ao longo de todo o comprimento da barra 
d) a impedância transversal é constante ao longo de todo o comprimento da barra. 
No presente trabalho as simplificações b e c dadas por [19] são totalmente 
assumidas. A impedância transversal, contudo, é tomada como puramente rcsistiva e 
poderá ser de diferentes valores ao longo do comprimento da barra 
O posicionamento das resistências inter-barras no pacote do rotor é simétrico. Isto 
significa que as correntes inter-barras fluirão em posições específicas (chamadas cortes) ao 
longo do rotor.
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1.3 A formulação analítica de Adan Odok 
O trabalho analítico de Adnan Odok, por sua contribuição conceitual e tratamento 
matemático têm sido referência para inúmeros trabalhos desenvolvidos nas últimas décadas 
sobre as perdas inter-barras. Segundo o autor, tomando-se as simplificações a,b,c e d do 
item anterior, cada par de barras do rotor representa um longo condutor elétrico e as 
relações entre as grandezas no início e fim da barra podem ser determinadas através de 
equações diferenciais conhecidas. 
A Fig..1.5 mostra a seção de um rotor de gaiola com correntes produzidas pelos 
campos harmônicos do estator onde as correntes transversais (correntes inter-barras) são 
introduzidas. O ângulo de inclinação é dado por out. 
4--__ at an 
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F ig.1 .5. Correntes das barras e correntes inter-barras na seção do rotor. 
Um campo girante do entreferro de p par de pólos induz tensões e correntes na gaiola 
de Sz ranhuras. As equações de (l.l) relacionam correntes induzidas nas barras e anéis 
adjacentes da figura 1.5 levando-se em conta a simetria do motor [19] [3 l][32][3 3].
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O termo i,,,(y) é a corrente transversal por unidade de comprimento no h-enéslrno 
segmento do rotor a distância y do meio do rotor e h e' a ordem da considerada harmonica 
I,,,. é a corrente no anel de curto circuito e 1,,, a corrente na barra. 
~J'2hPfl -J`2hP1= 
Sendo fm‹y›-fm+1‹y›=fm‹y›-f,,<y›z S2 =z',.<y›{1-‹z S2
J 
e com identidade de Euler , 
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Com (1.7) em (1.2) : 
. . . _ hpwr “fägä 
1,, (y) _ 1...+1 (y) = 1,. (y)2J S¢I1(?)@ 2
2 
do mesmo modo 1 
.hpn 
1,.. ‹y› - 1M‹,v› = 1,. <y›2f sen<Í“Sí'-›e”T2
2 
. hm 'f'¿Êm" 
1m.(y) - 1,<.,.+1> (y) = 1,... (y)2J S¢I1(-S-)e 2
2 
Aplicando a primeira lei de Kirchhoíf no ponto B da Fig.1.5 temos: 
íz›z(y+Ay)- 1`»z+1(V+Ay) = 1»z+1Óf+Ay)- í››z+1(y) 
onde: i,,,Çv+Ay) = Ay i,,,Ó1) 
Ím+1Ó¡+Áy) = Ay Ím+1Ó7) 
Afisimr Ay[í...(y) ~1`...+1(y)] = 1.,.+1(y + Ay) - 1.,.+1(y) - 
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a relação entre a corrente da barra e a corrente inter-barra será conforme equação (1.17)
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tes dos anéis e a corrente das barras tomemos Para obter a relaçao entre as corren 
relação (1.18) obtida da Fig.1.5 _ 
1m,(y) - 1z(,.z+z› (y) + 1.,.+z (y) = 0 
Com 
(1.1s) 
(1.10) e (1.16) em (l.l8) obtemos: 
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,.z(;v) -Ay +1,..(y+Ay)-Ay-1,,.+1(y)-Ay--Ay1,,.(y) (1-20) 
1 Ay l Ay 
queda de tensão no caminho ABCD. 
Zq= impedância transversal entre duas barras adjacentes(Omhs.m) 
Zz = impedância da barra (ohms) 
l = comprimento da barra(m) 
cl' 
1-t› IIZI izando a relação de (1.l2) na equação (1.1()) e após um rápido desenvolvime 
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Sz 
onde Z L é a impedância da barra por unidade de comprimento(ohms/metro). 
Na malha ABCD considerada, as tensões são induzidas pelos h-ésimos campos 
harmônicos do estator assim como pelo campo girante do rotor produzido pelas correntes 
das barras. Esta segunda parte da tensão induzida é tomada em consideração pela 
introdução de uma reatância magnetizante X z,,,¡, e uma reatância diferencial X zdh que são 
relacionadas entre si através de (1.23): 
Xzâh = Tah Xzmh (123) 
onde rdh = coeficiente de dispersão diferencial. 
»A reatância da barra por unidade de comprimento para um campo de hp par de pólos 
é designado por Xzh. Se os campos harmônicos induzidos do estator são de ordem 
suficientemente elevada de modo a garantir que o número de barras por par de pólo é 
menor que três, X zh é aproximado por :
V 
Xzh = X2»zh(Í + Tah) 
ou 




zdhz -Éh_ -1 (124)
2 
Se o fluxo' concatenando N condutores varia senoidalmente no tempo, a uma 
fieqüência de f ciclos por segundo temos,
1'6_ 
¢ = ¢M sen 2-rcft (Weber) ( 1.25) 
e a tensão induzida nestes condutores será : 
E = -N fig = -21cƒN¢M cos21rf (t) (Volts) (1 .26) 
ou ainda em valor eficaz, 
E RMS = %21zƒN¢M r (vans) (1.27) 
Lembrando que o fluxo máximo é a relação direta entre a indução máxima e a área 
do caminho magnético( ¢M = B MA), por analogia , o h-ésimo campo harmônico do estator 
B 1;, induz no elemento CB da figura 1.5 a tensão ECB conforme a equação (1 .28).
1 
ECB = ÊB1››zâz.,h9hAJ' (VOÍÍS) (1-28) 
onde: 
J3,,,,,á,,_,,, 
= «/íüf I'f“;§N' 
Kg* 
) 
(Weber/m2) (1 .29) 
h °' h zh
- 9 - -Zi f (1 so) 
Assim: 
Ea, = Ú: 
I*f“;§N* 
)2z,,f,,,¿1y (vøns) (131) 
sendo tp = passo polar para o campo principal 
g = entreferro 
fzh = fieqüência da tensão induzida no rotor 
Kwh = fator de enrolamento (K,,¡,Kd;,)
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9;. = velocidade relativa do h-enésimo campo harmônico em relação ao estator. 
P = número de pólos do campo principal (P=2p) 
m = número de fases do estator 
Tomando-se as relações: 
.z h ,i 
EDA = -ECBz S2 (132) 
mZ KW 2HoS2Í fzh 
uh = _? (133) e X2,,,,, = -_15- (134) rcgph 
a equação (l.31) é simplificada para: 
Ecs = X2mhu¡zAJ'-11 faze (1-35) 
onde uh = coeficiente de conversão (razão de espiras). 
X zmz, = reatância magnetizante por unidade de comprimento de uma barra. 
Considerando que ZE inclui somente as tensões induzidas pelos campos 
ABCD 
harmônicos do estator : 
Ecs = - Esc 
EDA = Esc = -Ecs 
Esc - EDA = EABCD 
EABCD = -Ecs - EDA (1 -36) 
Com as equações (132) e (l.35) em (1.36) obtemos : 
hprc ÚÊE 
EABCD = -2¡X2,,,,,Ay.u,,.1,,m sen(Tç-)e S1 (vous) (137)
2
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Para levar em conta o efeito da inclinação na tensão induzida, o termo e'fl5' é 
introduzido na equação (1.37). Assim: 
çhpn 
_ h -1- . 
EABCD z -2¡X2,,,,,Ay.zz,,.11,,,Se sen(%"_)e S1 efiy (Volts) (138)
2 
O ângulo B é a inclinação por unidade de comprimento medida como um ângulo 
elétrico para a h-enésima harmônica. 
Com a relação Z V = (l .39) 
ABCD ABCD 
e tomando as equações (1.22) e (1.3 8) obtemos a seguinte expressão para corrente da barra 
[19] : 
42 
z. . ¬1m‹›»›Zqs -2L1m<y›=E1ef“y ‹1.40› 
dy 
onde : 
z. Z , Zq =-q- ‹1.41› e E1=zXz,,.z,z‹z,11 ‹1.42› 
4sen2 ,H 
S2 
sendo E ¡= tensão induzida por unidade de comprimento em y = 0. 
A queda de tensão entre barras adjacentes a distância y é: 
Vw = zw) 2., <1.42› 
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2 j sen Lm e 52 
Sz 
Se tomarmos X como :
1 X =_-_--É (1.47) 
2jsenä?-K-ejí 
Sz 
a queda de tensão no caminho transversal será : 
V' (y) = ZQXÊ;-Im (y) <1.48› 
A solução da equação(1.40) , impondo-se condições de fronteira ao sistema resulta 
na expressão geral para a distribuição de corrente ao longo da barra dada por (1.49). Os 





fz onde y,, = (1.5o)
41
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Z * cos@-hpôZ * senflgõ- “' 2 'I 2 E1 Az- (1.5l) 
Zez* coshYíh+Zq*Yh Senhlä ZL + 5224* 
Za* sen % + hpôZq* cosäšë E B = -j ` 1 
,, (152) 
Ze,*senh12¿+Zq*yhcosh12í ZL +B2Z‹1 
Ze, = Re, +js Xe, (l.53) 




Re, e Xe, = resistência e reatância do anel de curto-circuito (entre barras adjacentes) 
respectivamente. 
c = fator de inclinação como fiação de um passo da ranhura do estator. 
y = posição axial medida do centro do núcleo. 
s = escorregamento 
õ= ângulo de inclinação 
É comum na teoria de linhas de transmissão substituir a linha por um circuito 
equivalente 1: ou T sem essencialmente alterar a relação entre as variáveis de entrada e 
saída (tensão e corrente). Na simplificação do circuito elétrico axial do rotor um par de 
barras com resistência inter-barra constitui um sistema análogo a uma linha de transmissão. 
A diferença entre o sistema da linha e o das barras do rotor inclinado é que a tensão 
induzida ao longo do comprimento da barra tem uma variação de fase uniforme 
dependente do ângulo de inclinação e isso tem efeito importante na perda inter-barra. 
Assim, qualquer substituição da resistência inter-barra distribuída por uma circuito 
equivalente deve avaliar corretamente a perda no rotor do mesmo modo que um circuito
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equivalente para uma linha de transmissão deve correlacionar corretamente a entrada e a 
saída. 
Um par de condutores com resistência inter-barra distribuída pode ser representado 
por um circuito equivalente derivado de (l.40) e ( 1.48) expressos na forma de diferenças 
finitas. O circuito representativo desta análise para a condição de fionteira V(y=0)=V¡ e 
I,,,Ó›=0) =I,,, é mostrado na Fig.1.6. 
As perdas Joule totais no rotor (perda da barra mais a perda inter-barra) são obtidas 
integrando-se o produto da corrente dada pela equação (1.49) e o conjugado da tensão da 
barra elementar E ¡ ao longo do comprimento da barra. 
Assim, para uma dada harmônica de ordem h a perda total é: 
1 
5' ' 
13,, = sz Re }1,,,(y)(E,) zfffifâyl (Wang) (156)
o 
O termo e`JBy considera a variação na fase da tensão induzida ao longo da barra 
devida a inclinação. ' 
Izznívl E1¿`=~Y ZLAY E1°” z,_.ê.y 514” zLA;z 
._Í. 1 - I-o-G)-í-o- _ . ° . .
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Fig.1.6. Circuito equivalente representativo de um par de condutores do rotor
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Christofides[40] e Odok[19] consideram que a impedância do anel é desprezível em 
relação à impedância da barra (Ze,<< Zq*). Deste modo, a integral da equação (1 .56) resulta 
em: 
2 2 _ P2h:s,E¿ Re 21 2+ 2õ ícoshyhz cozôü (Wang) (157) 
Zq 5 +Yh (õ2+Yâ)2 yhsenhyhl 
Rao e Butler [20] afirmam que em certos projetos com alta impedância de anel de 
curto circuito, as tensões terminais não podem ser assumidas iguais a zero. Assim, 
apresentam uma expressão geral para a perda no rotor que inclui o efeito destes anéis : 
1 . 
l senh[š(y,, + joLõ)l] {Â 
_ B)Seflhl§(Y;z _ Jõlfl) 
P =sE2R, -*_-,--(A+B - 2* 2 1 
z, +õ2z, 
) 
(vz, +z'õ›1 (vb -fõ)1 
(rss) 
As equações ( 1.57) e (l.58) para o cálculo das perdas totais, apesar de 
matematicamente corretas, não são de fácil interpretação e aplicação prática. Odok 
contudo, apresenta em seu trabalho algumas conclusões tomadas a partir da interpretação 
destas equações. Estas conclusões são apresentadas no próximo item e serão observadas na 
análise de resultados da metodologia desenvolvida neste trabalho. 
1.4 Interpretação de Odok das equações analíticas 
A interpretação das equações é feita para motores com rotor inclinado e não 
inclinado considerando-se que o valor da impedância do anel de curto circuito é 
desprezível (Za ê O).
23 
1.4.1 rotor não inclinado 
A expressão geral para a distribuição de corrente ao longo da barra dada por (l.49) 
dependerá , conforme citado anteriormente, da condição de fronteira imposta. Sendo a 
condição de fronteira dada por (Zflë 0), a equação (1.49) pode ser simplificada para : 
E J|3y am»-íyf uw Z¿+B Zq 
Se as ranhuras do rotor não são inclinadas (B=0), a equação (l.59) pode ser dada 
como a seguir: 
Im (y) E 5% = constante (1.60)
L 
A corrente inter-barra , dada por (1.45) é diretamente proporcional à variação da 
corrente da barra na direção axial do rotor e portanto, conforme (1 .61) será nula. 
ewzäawuo (mn 
Conclui-se assim que, para os motores não inclinados, o problema da isolação das 
barras não será significativo uma vez que as correntes transversais serão desprezíveis. 
1.4.2 rotor inclinado 
Seglmdo Odok, a variação da perda Joule total do rotor com a resistência inter-barra 
pode ser mostrada com a curva da Fig.l.7. O valor de rq no pico da curva é tratado como 
um valor de resistência crítico dependente do ângulo de inclinação, comprimento da barra e 
outros parâmetros do motor.
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O resistência rq alta : 
Conforme Fig.l.7, as perdas totais do rotor são inversamente proporcionais ao 
caminho transversal. A relação entre as perdas no caminho transversal e a resistência inter- 
barra é uma fimção hiperbólica. Com o aumento da resistência , as perdas Joules adicionais 
diminuem 
Enquanto a potência do motor é aproximadamente proporcional ao comprimento do 
eixo, as perdas inter-barras são proporcionais ao cubo . Para uma inclinação total de um 
passo de ranhura do estator as perdas adicionais aumentam com o quadrado do 
comprimento do pacote. Assim, em rotores com valores elevados de resistência transversal, 
o pacote do rotor deve ser o menor possível. Sem mexer no tamanho do pacote, as perdas
~ Joule totais do rotor podem ser reduzidas aumentando se o ângulo de inclinaçao total. 
hipérbole 
fqallfla. 
P \ . 211 ^  1 , rqbarxa 






or crítico + U a 
Fig. 1 .7. Dependência das perdas Joule do rotor com a resistência transversal. 
O resistência rq baixa : 
No rotor com baixa resistência de isolação entre barra e ferro, as perdas Joule totais 
do rotor são diretamente proporcionais à resistência do caminho transversal. A redução das 
perdas Pzi, podem ser obtidas aumentando o pacote ou diminuindo a inclinação.
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1.5 Estudo de isolação das barras e medição das correntes inter-barras 
Em 1987, quatro pesquisadores da Toshiba Corporation [21] publicaram um trabalho 
mostrando a importância da boa isolação das barras para a redução das perdas adicionais. 
Neste trabalho uma nova estratégiavpara a medição das resistências inter-barras é proposta 
assim como o estudo com diferentes tipos de isolantes é realizado. São apresentados 
também resultados obtidos com tratamento térmico e usinagem do rotor (associado às 
perdas superficiais). 
Dos resultados obtidos, os pesquisadores concluem que as perdas superficiais e de 
correntes inter-barras representam 2/3 das perdas adicionais totais. 
Na tabela 1 são mostrados os resultados obtidos no estudo da usinagem do rotor 
associado ao choque térmico do mesmo e isolação das barras. , 
Métodos de redução de perdas 
Motor de 3. 7 kW- 4 pólos 
Usinagem Barra Choque Rendimento 
do rotor Isolada térmico (%) 
Sim Não Não 83.2 
Sim Sim Não 84.2 
Sim Sim Sim 84.7 
Não Não Não 83.9 
Não Sim Não 85.2 
Não Sim Sim 85.5 
Tabela 1 
As conclusões mais importantes obtidas por estes pesquisadores são . 
Q Entre as amostras , os motores de rotor usinado apresentaram maiores perdas . 
=> Rotor não usinado associado à ranhura isolada diminui consideravehnente as perdas 
por correntes interbarras e superficiais. 
© A boa isolação das barras realmente reduz as perdas interbarras, independente se o 
rotor é usinado ou não , assim como se o choque de temperatura foi feito ou não.
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1.6 Conclusões deste capítulo 
Este capítulo mostrou os conceitos básicos necessários ao entendimento das perdas 
inter-barras. Foram definidas as correntes inter-barras, resistências inter-barras e 
resistência de contato assim como os problemas de processos relacionados à estas perdas. 
A formulação matemática baseada em trabalho de Adnan Odok para cálculo analítico 
da correntes inter-barras é também apresentado neste capítulo assim como as principais 
conclusões e observações feitas pelo autor para o caso do motor com baixa impedância de 
anel de curto-circuito e rotor inclinado e não inclinado. 
De modo a enriquecer a apresentação do problema das perdas inter-barras os 
resultados obtidos por um grupo de japoneses com a análise de métodos de isolação e 
medição das correntes inter-barras é apresentado na parte final deste capítulo. 
Dos conceitos fundamentais, modelo analítico e análise de resultados experimentais 
apresentados verificou-se que as perdas inter-barras representam um problema bastante 
particular pois sendo inerente a processos industriais calculá-la com precisão é dificil. As 
dificuldades começam na determinação prática da resistência inter-barra uma vez que não 
há um método padrão reconhecido para tal. 
Com as informações obtidas neste capítulo inicial uma nova modelagem para o 
cálculo das correntes inter-barras foi desenvolvido. Esta modelagem utilizando técnicas 




Conforme visto no capítulo precedente o problema das perdas inter-barras está 
vinculado ao problema da inclinação. Em seus trabalhos analíticos Adan Odok [19] e Subba 
Rao [20] fazem um rigoroso estudo mostrando os efeitos da mesma sobre as correntes inter- 
barras e outras componentes das perdas adicionais em carga. 
Modemamente Ho et al [25] e Williamson et al. [26] aplicam diferentes métodos para 
analisar as perdas inter-barras porém sem ater-se ao efeito da inclinação. Ho utiliza a Técnica 
de Elementos Finitos 3D e Williamson a Teoria de Circuitos Acoplados. 
Neste capítulo é apresentado de forma sistemática o desenvolvimento de uma nova e 
original metodologia, baseada no Método de Elementos Finitos, para a inserção das 
resistências inter-barras no circuito rotórico levando em conta o efeito da inclinação dos 
condutores do rotor. O objetivo principal desta nova metodologia, estruturada sobre o 
Programa EFCAD em duas dimensões desenvolvido no GRUCAD/LEEI, é permitir o estudo 
qualitativo dos efeitos que a inclinação exerce sobre as correntes inter-barras e outros 
parâmetros do motor de indução. 
2.2 O modelo multi-fatiado para simular a inclinação 
O modelamento de um motor de indução pode ser feito empregando-se equações de 
campos eletromagnéticos em duas dimensões onde a geometria e características do material 
magnético são invariáveis no sentido axial do motor. 
A inclinação das barras contudo é uma das dificuldades do cálculo bidimensional devido 
a variação axial do campo magnético que ocorre devido à mudança de orientação dorotor em 
relação ao estator. Um modelo aproximado de representa-la é o modelo multi-fatiado, uma
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técnica freqüentemente usada, e empregada inicialmente por Williamson et al. [27] . Estes 
autores em seu trabalho utilizam este modelo mas calculam separadamente as Equações de 
Campo e as Equações do Circuito admitindo que as correntes induzidas são calculadas passo a 
passo no tempo e as Equações de Campo não. Assim, as Equações de Campo e Equações de 
Circuito não são calculadas simultaneamente. Em 1990, Razek et al [42] usou o modelo multi- 
fatiado para analisar um motor a imãs permanentes. Recentemente, Arkkio et al. [28] publicou 
o primeiro trabalho utilizando o modelo multi-fatiado onde as equações de campo e as 
equações de circuito são calculadas simultaneamente tendo como incógnitas os potenciais 
magnéticos, as correntes das barras e as correntes do estator. Neste modelo as barras estão 
perfeitamente isoladas. 
O modelo multi-fatiado consiste, conforme Fig.2.l, em fazer cortes transversais no 
motor gerando nft fatias. As fatias do rotor são inclinadas de um ângulo Act entre elas de 
modo a simular o ângulo de inclinação total õ. 






Fig.2. 1 .Modelo multi-fatiado do rotor 
Quanto maior o número de cortes feitos, ou seja, quanto maior o número de fatias 
adotadas mais próximo chega-se ao comportamento da máquina real. Contudo, devido às 
limitações computacionais (tempo e memória), normalmente o número máximo de fatias 
adotado écinco. O Modelo Multi-fatiado será implementado na lógica do programa EFCAD 
(com movimento) que utiliza a Técnica da Banda de Movimento para girar a estrutura [29].
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2.3 As Equações de Campo para a estrutura eletromagnética 
Com as equações de Maxwell, introduzindo a definição do potencial vetor e 
considerando-se que a freqüência de operação da estrutura analisada é suficientemente baixa 
para desprezar a variação da indução elétrica no tempo, têm-se a equação (2.l) para o Campo 
Magnetodinâmico invariante por translação (caso cartesiano)[29][30]. 
div X, (v grad ,W A ) + J = - div,,,,(v PR) (2.1) 
onde PR , a contribuição dos imãs, é dada por: 
PR = BRy i- BRX j (22) 
A, J e BR são respectivamente o potencial vetor, a densidade de corrente e a indução 
magnética remanente. 
2.3.1 Equações locais para as fatias da estrutura 
Adotando-se o modelo multi-fatiado mostrado na Fig.2.l, pode-se com a equação (2.l) 
definir as equações locais para as bobinas finas(estator) e os condutores grossos (rotor) para 
cada fatia it. 
O bobinas finas 
div X, (v gz~z‹1,,,, A” ) + J." = 0 . (2.3) 
0 condutores grossos 
if ir _ div ,gy (v grad ,gy A )+ Jc - O (2.4)
2.3.2 Equações globais 
Introduzindo a definição de potencial escalar obtêm-se as equações globais para as nbf 
bobinas finas e os ncm condutores grossos de cada fatia it. 
Óbobinasfinas 
az if ir d ir U =RI _ b bb"'dt¢b 
¢bfl = §*_ff1** [L Kb“A“ó×ây 
b b 




Uclt Z RCIÍICIÍ +ã;¢clÍ 
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1" 
i â 4,6* =_itj_LcKc'A*â›<ây 
Sc 









Nas equações anteriores Uh, Rb, 11,, ncb, Sb e Kb são respectivamente as tensões, 
resistências, correntes, número de condutores, seção e sentido de corrente de cada urna das 
bobinas finas da fatia it de comprimento l 
UC, R¢, Ic, KC, Sc e oc são respectivamente tensões, resistências, correntes, sentido de 
corrente, seção e condutividade de cada condutor grosso da fatia it de comprimento 1. 
O comprimento de cada fatia (1), é o comprimento total L da estrutura dividido pelo 
número total de fatias nft. 
O sentido das correntes dos condutores é convencionado como a seguir:
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ó czmzzzzzør ida K3* = Kg' = -1 (2.1 1) 
§Condutor retorno KC” = Kb” = l (2.12) 
Com as relações entre as grandezas locais e grandezas globais têm-se o seguinte sistema 




' Õ 1 K lt i - ¡ 
‹11v,<,,(v gz-zd,,,yA")+ 1<b*;°_?-1,,“ - se-ÕTA* +<;cTjUc*=- à1v×,y(v PR)* (2.13)
b 






ln iÔ i ' UC' =Rc“1c*+Sc_üƒ_LcKc'-ôTA'ó×dy (2.15) 
Considerando-se que todas 'as bobinas finas , assim como todos os condutores grossos 
tem a mesma seção : 
s,,1 = sã = ...= s,,“fi = s., (2.1ó) 
sc* = sã = ...= säf* = se (217) 
Para as bobinas finas, impõe-se a continuidade de corrente entre as fatias. 
1,) =1.,2 = ...=1.,“fi = I., (2.1s) 
Para os condutores grossos, duas possibilidades são possíveis:
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-9 sem resistência inter-barra 
IJ = 1.3 = ...= 1.,“fi= 10 (2.19) 
-) com resistência inter-barra 
IJ zé 13 zé ...zé 15"* (2.2o) 
seja z 1“ = Rgfõc se (2.21) 
Com a equação (2.21) em (2.l5) têm-se: 
UC” = Rƒrj* + Rƒõc [_LcKc“ %A“dxdy (2.22) 
Tomando-se as equações (213), (2.14), (222) com as considerações de (216), (2.17), 
(2.l8) e (2.20), obtemos 0 sistema de equações a seguir: 
- i i Õ ¡ Ken i . â d1v ,gy ( v gradx,y At) + Kb t ššilb- o'cãAt +6c -F-Uct= - d1v,,,y (v PR)' (2.23)
b 
' 
¡ ncb - - Õ ~ Uh* =Rb*1b +-8:1" Í _L1<,," ãA“<1×óy (2.24) 
i 
. . . . 5 . UC* z Rƒrgf + Rc“‹5c Í Kg' ãA“d×dy (2.25) 
Para o caso de rotor inclinado, sem resistências inter-barras, a corrente IQ' de (2.25) para 
cada fatia de cada condutor grosso será a mesma de modo a garantir a continuidade de 
corrente.
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2.3.3 Discretização espacial 
Para se resolver sistemas de equações a derivadas parciais através de métodos numéricos 
é necessário discretizar o domínio de estudo. Para tal discretização, existe uma certa 
quantidade de métodos : diferenças finitas, elementos finitos, volumes finitos, elementos de 
arestas, etc. Neste traballio, o método de elementos finitos é usado. 
Uma vez que os subsídios teóricos necessários para o entendimento da discretização das 
equações diferenciais de (2.23), (2.24) e (2.25) podem ser encontradas com facilidade na 
literatura [30] nos restringiremos à apresentação das equações finais para cada fatia após a 
discretização conforme a seguir. 
it 
MÍÍAÍÍ __PblÍIb *~UclÍ : DIÍ 
R,,“1,, +1“Q,,“ %A** -Uh* = o (227) 
ir ir ir nd i:__ iz_ Rc Ie +Rc QC dtA UC -0 . (2.28) 
As contribuição associadas às matrizes das equações acima são mostradas em 2.3.4. 
Pode-se afirmar que, multiplicar uma matriz S qualquer por uma matriz diagonal D de 
elementos não nulos, iguais e de valor x é a mesma coisa que multiplicar esta matriz S por x 
Assim, se os elementos da matriz Rc" de (2.28) são iguais e de valor rt, esta equação pode ser 
rescrita como a seguir : 
ir ir ni ¡z_ iz_ Rc 1, +f,Q, dtA U, -o (229) 
Se afirmamos também que todas as fatias tem o mesmo comprimento lx (l1= l2=...l“fi), o 
sistema de equações para todas as fatias é dado por:
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M A+N%A _ 1i1›¢TU¢.z-1›B1B=DT (230) 
R,,1,,+L., ils +1x Qzí A = UB (231) 
ai di 
RzFI¢F+ fz Qzfâzâ - U¢z= 0 (232) 
M e N sao respectivamente as matrizes que levam em conta a permeabilidade e a 
condutividade dos elementos do domínio discretizado. A é o vetor potencial vetor de todos os 
nno nós da malha, PB é a matriz que relaciona as correntes IB das bobinas fmas aos nós dos 
elementos que as contêm PCT é a matriz que relaciona as tensões UC; dos condutores grossos 
aos nós dos elementos associados, DT é o vetor correspondente aos imãs permanentes, RB e 
LB são respectivamente a matriz das resistências e a matriz das indutâncias de cabeça de 
bobina das bobinas finas. Q; e QCT são as matrizes de enlace de fluxo nas bobinas finas e 
condutores grossos. U3 é o vetor da tensão nos terminais das bobinas finas. Rgp e Ig; são 
respectivamente a matriz resistência e o vetor das correntes dos segmentos de barras de todas 
as fatias. 
A forma e dimensão de cada uma das matrizes e vetores de (2.30), (2.3l) e (2.32 será 
apresentada no fim deste capítulo após obtenção da formulação final. 
2.3.4 Contribuições Elementares 
As matrizes M, N, Pb , Pc , Q¡, , QC , RC de cada fatia são construídas com o conjunto de 
contribuições elementares calculadas para cada elemento de área Se do domínio discretizado. 
Assim temos: 
ÔN. ÔN. ÕN. ÕN. 
Mil. = jj(_-1v_J+_'v-l)ó.›<dy (233) 
se 
ôx ax ay' ôy 








discretiza a bobina fina j 
Pbü = O caso contrário 
1 . 
J sc 
discretiza a bobina fina j 
Qbj-¡ = 0 caso contrário 
Sc 
discretiza o condutor grosso j 
Pcü = O caso contrário 
Qcji = [jõcjKqzNi<1Xdy 
Sz 
discretiza o condutor grosso j 
Qq¡ = 0 caso contrário 
_ Õ ' 
Rcj 1 =
C 
condutor grosso j 
Das contribuições dadas acima tem-se que : 
Qb = PbT 
QC = PCT onde T é transposto. 
Se 0 nó ipertence ao elemento Se que 
Se o nó ipertence ao elemento Se que 
Se o nó i pertence ao elemento Se que 
Se o nó i pertence ao elemento Se que 













2.4 Equações do circuito rotórico com resistências inter-barras 
No rotor da Fig.2.1 são inseridas resistências entre cada par de barras formado pelos 
cortes transversais. Para ncm barras serão inseridas (nft-1) x ncm resistências inter-barras. O 
número total de segmentos de barras do rotor, nct, é obtido com o número de barras vezes o 







F ig.2.2.Modelo mult-fatiado com resistência inter-barra. 
Nos motores de indução de gaiola o circuito do rotor é fechado nas extremidades através 
de anéis de curto-circuito. O circuito da gaiola com as resistências inter-barras e as 
impedâncias dos anéis é mostrada na F ig.2.3 onde : 
Za : impedância composta de urna resistência Ra e uma indutância La relativa ao segmento do 
anel de curto-circuito compreendido entre a barra n e a barra (n-1). 
rq : resistência inter-barra compreendida entre os segmentos de barras n et (n-1). 
rt: resistência de cada segmento de barra. 
u,m,,fi tensão induzida sobre cada segmento de barra. 
Os prolongamentos das barras fora das ranhuras são desprezados.
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Fig.2.3.Circuito rotórico com resistência inter-barra 
2.4.1 Noções de análise topológica de circuitos(teoria dos grafos lineares) 
Um circuito é definido por sua topologia. Ele forma um grafo orientado G que é um 
conjunto de arestas orientadas unindo os nós do circuito dois a dois. A partir da definição 
deste grafo orientado é possível extrair uma árvore, que é um sub-grafo conexo contendo 
todos os nós de G mas não fomiando nenhuma malha. As arestas que pertencem à árvore são 
chamados ramos e as que não pertencem são chamadas elos (ver anexo A). A escolha da 
árvore é particular , adequando-se ao objetivo de quem a defme. 
Para se obter as saídas desejadas de um circuito de topologia qualquer três formulações
~ sao geralmente apresentadas na literatura [35].
V 
<> Método dos Potenciais Independentes 
Todas as variáveis do circuito são eliminadas tendo como incógnitas somente os 
potenciais vetores dos nós da malha obtida pelo Método de Elementos Finitos. Esta
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formulação baseia-se na utilização de uma Matriz Admitância para exprimir as correntes em 
função dos potenciais dos nós. Apesar de inicialmente despertar bastante interesse, esta 
formulação é bastante dificil de ser colocada em prática pois a matriz principal do sistema não 
é simétrica para determinados tipos de circuitos. 
¢> Método das Variáveis de Estado 
V Esta formulação é especial e tem como incógnitas as variáveis de estado ou seja as 
tensões dos capacitores e as correntes das indutâncias do circuito. ' 
¢> Método das Correntes Independentes 
Formulação onde as incógnitas do circuito são as correntes das malhas do circuito e as 
tensões nos capacitores A vantagem desta formulação é a de fomecer uma expressão simples 
para as correntes nos enrolamentos. Aqui duas topologias são possíveis : ramos com fontes de 
tensão independentes e ramos com fontes de tensão e correntes independentes. 
Devido à característica do circuito em análise e a simplicidade deste método aplicado a 
ramos com fontes de tensão independentes, o mesmo será adotado para dar continuidade ao 
desenvolvimento da formulação desejada.
l 
Neste método as arestas do grafo podem conter resistências, indutâncias próprias e 
mútuas, capacitores e fontes de tensão independente. 
Tomemos a estrutura de uma aresta k qualquer conforme Fig.2.4 onde a mesma não é 
acoplada à nenhuma outra aresta 
OL 
Blz 
ik Rk Llñqiâ 
*í"Vk ----_› 
Fig.2.4. Estrutura de uma aresta qualquer
A tensão nos terminais da atesta é : 
. d . 
onde k=1,2...nar (onde nar é o número de arestas). 




E = [el ez em,]T 
1 = [il iz i,.a,]T 
R = dizg[R, R2 Rm] 
L = dÍag[L1 Lz Lua] 








A partir de (2.46) podemos definir as tensões nos ramos(Vb,) e as tensões elos(V,,,) da 
árvore como a seguir: 
Vm = Em+ Rm Im+Lm älm (2.52) 
onde: 
Eb, e Em são os vetores das fontes de tensão independentes dos ramos e elos da árvore. 
Rb, e Lb, são as matrizes resistência e indutância dos ramos.
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Rm et Lm são as matrizes resistência e indutância dos elos. 
A relação entre as tensões dos ramos e elos de uma árvore é dada por (2.53)(anexo A): 
[Vm] = - B1V¡,, (2.53) 
Com (2.51) e (2.52) em (2.53) temos : 
d ‹1 - B,(Eb,+ R.,,1,,,+L.,, ala) = Em+ R,,,1,,,+L,,, 51", (254) 
d d 
B1E¡,,+ B1R¡,, I¡,,+ B1 Lb, -gt-Ib,= - Em - Rm Im- Lm ãlm (2.55) 
A relação entre as correntes dos ramos e elos de uma árvore é dada por : 
1,,,= BE I.,, (256)
~ Com (2.56) em (2.55) temos a equaçao a seguir:
d Bim, + (B1Rz,, BJ + Rm›Im+‹B1Lz,, BF + Lm)¡I,., + Em= 0 (257) 
Seja : 
RM = B1Rz,,B1T + Rm 
LM = B1Lbf BrT + Lm 
Com as considerações anteriores , a equação (2.57) pode ser rescrita como abaixo:
d B1Eb¡+RM Im+LMETIm+Em= 0
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2.4.2 Construção da árvore e matrizes associadas aos ramos e elos 
Neste momento , a partir do circuito de nft fatias e ncm barras da Fig.2.3 uma árvore é 
selecionada. Os nbr ramos desta árvore, mostrados na F ig.2.5 em traço grosso, são todos os 
nct segmentos de barras mais os (ncm-1) primeiros segmentos de anéis superiores. Os nam 
elos, em traço fino, sao todos os segmentos de anéis inferiores, as resistências inter barras e o 
último segmento de anel superior. 
Za Za Z¿ Za 
1
. 1 1 1 1 am mm' 
Um VM 9 Vmm M, 
fq fq r-Q, - I-Q _ _ _ É 
_ _ rg _ 
VL1 V2,1 9 9 Vmm,1 i*=1 
T 
:I 
T É I ã T Eanelirlferior 
banal 5313 2 bem mm 
Fig.2.5. Árvore obtida a partir do circuito do rotor 
(traços grossos : ramos ' traços finos: elos) 
Mostraremos inicialmente como são construídas as matrizes associadas aos ramos desta 
árvore pois a mesmas são independentes das resistências inter-barras. 
As matrizes Rb, e Lb, (rnatriz resistência e matriz indutância dos ramos) da árvore e 
definidas em (2.59) e (2.60) são quadradas, diagonais, de dimensão (nbr x nbr) onde os 




Dizg[Rb,];mbr = lb,o,o...,ó,Ra,R,,,Ra...,Ra¶ (259) 
“St “Êm 
Dizzg[Lb,]§{,,,x,,,,, = [b,o,o...,ó,i,,,,La,La,...,La1 (2.õo) 
Na formulação das equações do circuito da Fig.2.3 as barras do rotor (modeladas por 
Elementos Finitos) aparecerão como fontes de tensão e serão consideradas através das tensões 
V¡¿ da Fig.2.5 que são as tensões nos tem1inais de cada segmento de barra. Os últimos 
elementos de Rb, e Lb, são as (ncm-1) resistências Ra e indutâncias La dos anéis superiores 
respectivamente . 
O vetor Eb, , que compreende as fontes dos ramos será formado pelas nct tensões nos 
terminais dos segmentos de barras e mais as tensões nos terminais dos (ncm-1) segmentos de 





[E,,, Eb, = v,,,,V2,,,v3,1...,vm,,,...,v,,,,,1,v2,,,fi,...,v,,mfl ,o,o,o...,o (2.õ1) 
Podemos definir Eb, com a equação (2.62) 
E¡,,= X Ucf (2.62) 
O sistema matricial associado à equação (2.62) é mostrado na Fig.2.6. 
Com (2.62) em (2.5 8) temos: 
B1 X U¢f+ RM Im+ LMÉ Im + Em= 0 (2.63) 
Se tomamos a igualdade B; X = BX a equação (2.63) é simplificada para : 
BX U¢f+ RM Im+ LM-É Im + Em= 0 (2.64)
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Fig.2.6. Sistema matricial associado ao vetor Ebf. 
A metodologia adotada naturalmente permite o estudo de problemas com ou sem 
inclinação , como também, com ou sem resistências inter-barras. Para simular a não existência 
desta resistência no processo de cálculo pode-se por exemplo atribuir à mesma um valor 
bastante alto, configurando um circuito-aberto. Contudo, para otimizar o sistema matricial, 
este controle será feito durante a construção das matrizes associadas aos elos. Na construção 
destas, a existência ou não das resistências inter-barras será o fator determinante. Teremos 
então as matrizes Rm e Lm (matriz resistência e matriz indutância dos elos) conforme a seguir: 
O com resistência inter-barra 
Neste caso, a quantidade de elos(nam) é dada por: 
nam = (nfi x nem) + 1 
e a forma geral de Rm e Lm é conforme abaixo :
( nft*nfm) +1 
, 
man (nfi-1^)*ncm 





_ T , t . t Dza [L ] La,La,L,,,...,La,o,o,o,...,o,La g mflamXHflIfl= 
. z= 
O sem resistência inter-barra 
Neste caso, a quantidade de e1os(nam) é dada por: 
nam = ncm+ 1 




Dizzg[R¿,,],fmmm = R,,,Ra,Ra,...Ra,R,, 
ncm+l 
I`lCm 







Os elos da árvore, conforme Fig. 2.5 não possuem fontes independentes. Podemos 
afirmar deste modo que Em=0. A equação (2.64) , passa com esta afirmação a ser como a 
segulr: 
BX U¢f+ RM 1,.,+ LMÊ 1,,,= 0 (270)
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2.4.3 A Matriz Malha Fundamental (B¡T) 
A relação entre as correntes dos ramos e correntes dos elos de urna árvore é conforme 
equação (2.56) dada pela matriz B¡T que é chamada Matriz Malha Fundamental. Para calcular 
esta matrix normalmente o Algoritmo de Welsh é empregado (ver anexo A). Neste trabalho a 
matriz B¡T será obtida diretamente da árvore escolhida conhecendo-se o número de barras do 
rotor e o número de fatias determinadas para fazer o seccionamento. 
Na Fig.2.7 é mostrada a árvore anteriormente escolhida com as correntes que percorrem 
os ramos e elos . O sentido da corrente, aqui previamente estabelecido, serve apenas para a 
construção de B1T. O sentido real da corrente nos elos e ramos é obtido no processo de 
cálculo. 
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Fig.2.7. Correntes de ramos e elos da árvore
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Da Fig.2.7 temos que as correntes dos ramos são as I¡,¡ correntes dos segmentos de 
barras e Jm, , a corrente do último segmento de anel superior. As correntes dos elos são as Jk 
primeiras correntes dos anéis superiores, as K¡,¡ correntes inter-barras e as K¡,¡ correntes dos 
anéis inferiores. As relações dadas são para casos periódicos. 
As correntes nos ramos são então como a seguir : 
11,1 = K1,1 ` K2,1 
12.1: K2,1` K3; âfz 1 
I'z\cn1,1= Kncm,1` Kl,1 
11,2 = 11,1* K1,2 ' K2,2= K1; 'Kz,1* 151,2 'K2,2 
I2,2=I2z1" K2,2 ` K3,2 = K2,1` K3,1* K2,2 ' K3,2 â1=2 
Ifl¿m,2 =Iro:m,l"' Kz1cm,2 'K1,2 = Kn›:m,1` K1,1+ K!u:m,2 ' KL2 
Ilanfl = I1,flfl~1+ _ ' 
1 
'Ô' ' uz + ' 
I2›!|fi 
= l2,nfi-1+ K2,nfi ' K3,¡1fl= K2,1' K3,1+ ' K3; "' + Klnñ - Klnfi it=!lfl 
=I¡1¢¡¡1›¡fl-fi'1+ KIIEIII-.flfi ` K1,nfi = Kr|cm,1' Kl,1+ Kmfll-,Ê 'VK1,2 "' + K:ncrr|,r|fi: ' K1,z|fl 
(2.71) 
Podemos definir as relações de (2.7l) da seguinte forma geral: 
J . 
1,-J = 2 K,-,k-K,-+1,k se 1< ncm (2.72a) 
k=1 
1 . 
1,,c,,,,¡ = 2K,,¿.,,,,¡, - Ku; se 1 = ncm (2.72b) 
PH _.. 
nfi _ 
.1,- = 2 (K,-J -1<,,c,,,,¡)+ J,,c,,, se 1 < nem (2.72c) 
¡=1



































I' = -1U...1 -1U...1 
n‹:n1,2
: 
11,izâ 1-1...u 1-1...u 




Imm -1n...1 -1u...1... -1u...1 0 
11 lu...-1 iu...-1___ iu...-1 1 
12 1_11...-1 n1...-1 01 -1 1 
_Jm=m_1 qb! 
uu...-1 un...-1 uu...-1 1 
Fig.2.s.Mamz BJ 











- -(nbzx uam) 
_1Li.!I.'I. 
das correntes dos (ncm-1) primeiros segmentos de anéis superiores temos: 
[ICP] = [Í1,1,I2,1,Í3,1,--- Ízz¢m,zzfl] (2 73) 
[Jbr] = U1, J2, J3,... J¡¡¢m.¡] (2 74) 
Logo : 
Uzz1= nzzz Jzzzf (2 75) 
A matriz B¡T será decomposta em duas submatrizes. As primeiro nct lmhas de B T 
formarão a matriz Bla e as outras (ncm-1) linhas a matriz Blb. 
BI =[%11l (2 76)
lb
Com (2.75) e (2.76) em (2.56) temos: 
na Jz,.1T =[B1z Blbf Im 
Logo : 
Icr = Biz Im 






A matriz B¡ mostrada Fig.2.8 foi obtida considerando-se a presença de resistências 
inter-barras. A forma geral desta matriz pode ser dada por : 
- 
[3 o o...o 0 
B |3 o...o o 
B? : pp 
[-s...o 0 
5 5 5..o o 
À À Lx y mm 
1 -1 0...0 







1 0 0... -1
1 
Ã.-f 0 1 0... -1 (2.82.a) 'y= 
_ 
(2.82.b) 
O O 0"”-1 
(nan-1) xncm
. 
1 ncm -l 
Lembrando que para um problema sem resistência inter-barra somente o números de 




Bj = z (2.s3) 
gs 0 
7» Y ...mm 
2.4.4 Acoplamento entre as Equações de Circuito e as Equações de Campo 
Com as equações de circuito desenvolvidas, faremos o acoplamento destas às equações 
de campo para obter o sistema de equações final. 
Tomemos inicialmente a equação (2.64). A matriz BX , usando a definição da Fig.2.6 
pode ser dada por:
l BX = [B1zT B1bT l* (2-34) 
ou: 
BX = Bla* (2.85) 
O vetor Ucf da equação (2.64) é idêntico ao vetor UC; das equações (2.30) e (232). 
Assim, com (2.85) em (2.64) esta última pode ser escrita como abaixo: 
BJ UCF + RM 1... + LMÊ I.,= 0 (2.sõ) 
Obtemos finalmente, com (230), (2.31), (232), (2.78) e (2.86) o sistema de equações 
final desejado em (2.87).
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(1 1 _ MA+Nã-A-E-PCTUÇF-PBI3-DT ¶ 
RBI3+L}; -¶IB+lXQB-(1 A=U3 
dt dt 
RCP Icrf' T: QCTÉA - Uc1== 0 > (237)- 
ICF ' Bla Im: 0 
T É. = B1, UCF+RMIm+LMdt Im 0 _/ 
O sistema matricial associado às equações de (2.87) é conforme (2.88): 
_ 
“PCT M -PB T 0 0 A 
0 RB 0 0 0 IB 
0 0 -1 RCP 0 UCF + 
0 0 BL 0 RM . 
.N 0 
ÍXQB LB 
nom 0 E UCF = 0 (2.ss) 
0 0 

















2.4.5 Discretização das derivadas temporais e princípio de resolução 
Em vista das equações de (2.87) serem solucionadas passo a passo no tempo utiliza-se 
para a discretização temporal o B-Algoritmo , que é uma técnica bem adaptada para tal e já 
utilizado com sucesso em trabalhos anteriores. Neste método a relação entre o valor Y(t) de 
uma variável Y no instante t e o valor Y(t- At) desta variável no instante (t- At) é dado por :
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Yu) = Y(¢ _ At)+{(1- 5)%Y(‹ - Ar) + ¡5%Y(¢)lAt 
' 
(2.s9) 
Com B=l temos o esquema de recorrência de Euler e com B=0.5 o conhecido Algoritmo 
de Cranck-Nicholson. Aplicando B-Algoritmo nas equações finais obtemos o sistema matricial 
final a seguir que constitui o algoritmo de solução geral para o estudo de uma máquina 
assíncrona com barras do rotor inclinadas e com resistências inter-barras. 
M4 M5 O O 0 IB(t) 
M6 O M-, M8 O UCF(t) = 
O O M9 OM", ICF(t) 
M, M2 M3 0 o 
Mm)
¶ .,,(t) 0 o oMn M,21 
0 O 0 Mzl M22 IC¡z(t-At) O 
0 O M230 M24 Im(t~At) 0 
Na implementação numérica será adotada a recorrência de Euler(B=1) assim as 
componentes matriciais finais serão como abaixo: 
M1: M(Í) + N/AÍ 
M4: -QB 
M7= - v 1 
M1o= ' Blz 
M¡3= N/At 
M16= -Qu 
Mz= -PB M,= - Pa/1x 
M,= S R., + S L.,/Ar M.,= - Qu/lx 
M8= v RCF 
' 
M,= 1 
MH = BJ M,,= RM + LM /A1 
M14= 0 M15='0 
M17=SL3 /AÍ M¡g=-QCTÍIX
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Mm: 0 M20= Ô M21= 0 - 
Mzz=0 M23=0 Mz4=LM /AÍ 
Mz5= Dr M2ó= UB(Í) M27= 0 
(2.91) 
onde : 
S =__Í_ÊÊ__ (292) 
nss × lx 
-At
i =à 2.93 V 
rtxlx ( ) 
A forma e dimensão de algumas das contribuições de (2.9l) é mostrada a seguir. 
Convém lembrar que a dimensão das matrizes atribuídas às bobinas finas podem mudar de 
acordo com o tipo de ligação da fonte.
l 
(M+EJ O A1 
N 2 M _ M,= i *AJ (294) 
nfl 
O £M + 
Esta matriz terá not linhas (nno x nfc) . Com a inclinação cada fatia poderá ter diferente 




P,,2 1 PC2 Mz = 
. 
(2.95) M3=š (2.96) 
nfi nñ Pb not x nbf O PC not x net
M4 = [QUI Qb2 Lbfxnot (297) 
Lb 
(Rb1 +T1) 0 
Lb Rb _2- M5 =s * ( 2 + At ) (2.9s) 
Lb 0 (Rbnbf + i) 
AÍ nbf × nbf 
nn na 
QC* 0 [111 0
2 
M,,=á QC (299) M,=vz, mz. (2.1oo) 
V o [1] nct x not UGÍ X UCI 
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If C (2101) IC' = C2 (2102) 
ICM na ICncmit nem 
2.5 Conclusões deste capítulo 
Neste capítulo, a metodologia desenvolvida para o problema de máquinas com rotor 
inclinado e resistências inter-barras foi apresentado. Esta metodologia , baseada no Método de 
Elementos Finitos em duas dimensões usa o Modelo Multi-fatiado para considerar a inclinação 
das barras do rotor e a Teoria de Circuitos para introduzir as resistências inter-barras no 
circuito rotórico. 
No modelo multi-fatiado o número de fatias adotadas é o fator determinante para se 
obter um comportamento próximo ao real da máquina. O tempo de cálculo contudo, cresce 
linearmente com o número de fatias adotadas e assim o número de fatias máximo dependerá 
do material computacional disponível. 
Neste modelo é possível escolher o número de resistências transversais a serem 
inseridas, seus valores(podem ser iguais ou não) e suas posições dentro do pacote.
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3. Aplicação e validação da metodologia desenvolvida 
3.1 Introdução 
De modo a validar a metodologia apresentada no Capítulo 2 para o cálculo das 
correntes inter-barras em motores de indução de gaiola, serão apresentados neste capítulo 
resultados experimentais e de simulação. 
Inicialrnente são observados os efeitos da inclinação nas curvas de torque e corrente 
de alimentação de um motor de indução de gaiola trifásico. 
Na sequência, uma análise do comportamento das correntes inter-barras com a 
inclinação e variação de parâmetros é efetuada de modo a verificar algumas tendências 
apresentadas nos trabalhos analíticos de Odok e Subba Rao et al [l9]. 
3.2 Efeitos da inclinação 
3.2.1 Torque e correntes do estator 
O efeito da inclinação nas curvas de torque dos motores de indução de gaiola tem 
sido bastante discutido na comunidade científica e industrial. Sabe-se que com a 
inclinação, as variações na densidade de fluxo e torque devidos às ranhuras abertas são 
deslocadas fasorialmente no tempo sobre a extensão do pacote, resultando em torque mais 
uniforme, menos ruído e melhor forma de onda de tensão e corrente.
H 
Os fabricantes de motores optaram durante inúmeras décadas pelos rotores 
inclinados. Contudo , a partir dos anos 90, com a intensificação das pesquisas sobre as 
perdas adicionais em carga, a indústria iniciou o processo de reavaliação desta opção. 
Apesar do efeito benéfico da inclinação nas perdas componentes de alta freqüência citado 
anteriormente, a mesma exerce efeito contrário nas perdas inter-barras de motores com 
problemas de isolação dos condutores rotóricos. Nestes, conforme Capítulo 1, a perda 
inter-barra aumenta com a inclinação. 
Na atualidade não há mais um consenso a respeito. Enquanto alguns fabricantes 
optam por motores de rotor inclinado, outros somente produzem estes motores em casos 
especiais. 
Para verificar o comportamento das curvas do motor com a inclinação dois motores 
de indução de gaiola de 1000 kW, 8 pólos, 60 Hz foram analisados. Os motores possuem
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as mesmas características eletromecânicas no estator porém os rotores são diferentes. Um é 
inclinado e o outro não. Os motores possuem 72 ranhuras no estator e 88 ranhuras no rotor. 
O ângulo de inclinação nominal é 1.22 graus. O motor com rotor ão inclinado apresentou 
na prática as condições de fimcionamento e desempenho dentro dos valores estabelecidos 
em projeto pelo fabricante. O motor de rotor inclinado mostrado na Fig.3.l contudo, 
apresentou um sobreaquecimento e foram observadas regiões danificadas no rotor. Através 
de inspeção visual destas regiões, ampliadas na Fig.3.2, ficou evidente tratar-se de 




Fig.3.l . Rotor inclinado do motor de l000kW. 
Jílš 
Fig.3.2. Vista ampliada de uma região do rotor afetada.
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Para uma análise mais precisa, o primeiro passo consistiria na medição das 
resistências transversais destes dois rotores. Esta opção contudo mostrou-se inviável. 
Foram então realizadas medições num rotor não inclinado de características similares 
(ainda na fase de produção) que serviu como amostragem. 
A medição da resistência transversal é sem dúvida o maior desafio no estudo dos 
problemas associados às mesmas. Diferentes métodos são apresentados na literatura para 
tal , porém, nenhum é tomado como padrão. Por opção, o método escolhido neste trabalho 
foi o método direto que é realizado com as barras do rotor ainda sem o anel de curto 
circuito e uma corrente contínua injetada entre as mesmas. A corrente adotada na medição 
foi de 100 Acc e o processo de medição foi feito igualmente nos dois lados do rotor. Os 
valores de resistência obtidos permaneceram num valor médio de 40 uOhms. Percebe-se 
que com este valor de resistência o valor de tensão obtido é muito pequeno, ficando muitas 
vezes na faixa de erro do aparelho de medição. Assim, é impossível afirmar que este valor 
de resistência reflete exatamente a realidade do rotor independentemente de todos os 
cuidados observados pelo grupo técnico responsável pela medição. Os trabalhos 
encontrados na literatura abordando a resistência transversal mostram também que seu 
valor é bastante variável pois dependem de inúmeros fatores , desde o tamanho do rotor até 
o tipo de chapa usada. 
O valor de resistência transversal obtido em ensaio será deste modo, usado para um 
estudo qualitativo das correntes inter-barras. A resistência transversal medida corresponde 
ao valor da resistência equivalente entre duas barras independente da quantidade de 
caminhos de corrente existentes. No presente trabalho, por opção de análise, este valor 
corresponderá ao valor de cada resistência transversal inserida. 
Considerou-se inicialmente, que o número de resistências transversais presentes no 
circuito rotórico é o máximo permitido pelo modelo ou seja nem x (nfl -1). 
Para simular a inclinação das barras do rotor foram adotadas 4 fatias. Na Fig.3.3 é 
mostrada a carta de campo da primeria fatia obtida com o motor de rotor inclinado de 
1.22° e em regime permanente operando sob carga nominal.
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yr N 
Fig.3.3. Carta de campo da seção do motor inclinado (lafatia) 
42% 
Inicialmente, na Fig 3.4' vê-se as curvas de torque obtidas com o motor nas duas 
condições de inclinação citadas (inclinado e não inclinado). Conforme esperado, o 
amortecimento das harmônicas de alta fiequência do estator e do rotor devido o 
ranhuramento é verificado. Estas harmônicas são de ordem (2Ns i 1) e (2N, i' l) onde NS é 
0 níunero de ranhuras por pólo do estator e N, o número de ranhuras por pólo do rotor. 
O espectro harmônico com as principais componentes de alta fiequência das curvas de 
torque da Fig.3.4 é mostrado na Fig.3.5. Nesta figura percebe-se que os campos 
harmônicos de alta fiequência do rotor são os mais beneñciados. A 24” harmônica, 
componente de alta fiequência de maior amplitude na análise pode estar associada à uma 
regra de minimização de torques parasitas que não está sendo respeitada no motor 
analisado. Esta regra está vinculada à combinação de ranhuras do estator e rotor. 
Segtmdo Veinott [3 8] , sendo P definido como o número de pólos , num motor trifásico, a 
diferença entre o número de ranhuras do estator e o número de ranhuras do rotor não deve 
ser igual a - 2P ou -SP. Caso a diferença seja igual a estes valores, “cusps” aparecerão nas 
curvas de torque. No motor em estudo temos que a diferença é (-16) ou seja -2P e 
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Figura 3.5. Componentes harmônicas de alta frequência do torque instantâneo 
As curvas de corrente de estator dos motores analisados obtidas em simulação são 
mostradas nas Figs.3.6a e 3.6b . O valor eficaz da corrente do estator obtido de simulação 
com o motor de rotor não inclinado foi de 123,30 A. Este valor é 4,9% maior que o valor 
obtido experimentalmente. Para o motor de rotor inclinado, o valor eficaz de corrente do 
estator obtido de simulação foi de 123,7, sendo 3 % maior que o valor obtido 
experimentalmente. 
Na F ig.3.7 são mostradas as componentes de alta fieqüência das correntes da Fig.3.6. 
Mais uma vez, o campo harmônico do rotor é o mais acentuado no rotor sem inclinação e 
o mais beneficiado quando o rotor é inclinado. 
O efeito da elevada temperatura verificado no motor inclinado foi considerado na 
simulação do motor. No estator , foram adotadas as resistências “ a quente” obtidas 
experimentalmente. No rotor , o valor da resistência da barra (obtido no processo de 
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Fig.3.6a. Curva de corrente do motor de rotor inclinado 
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Figura 3.7. Componentes harmônicas de alta frequência das correntes do estator 
3.2.2 As correntes inter-barras 
Conforme apresentado no Capítulo 1, a inclinação tem grande influência no 
comportamento das correntes inter-barras . A amplitude destas correntes nos motores de 
indução de gaiola com valor de impedância de anel de curto-circuito próximo a zero é 
obtida pela variação da corrente no sentido axial do motor. Idealmente, de acordo com esta 
teoria, o motor não inclinado não tem correntes inter-barras mesmo que as barras não 
sejam isoladas. Não existe contudo na prática, um anel com curto-circuito ideal ou seja 
Z, =0 e assim uma corrente inter-barra de baixa amplitude deverá estar presente neste 
rotor. 
De modo a verificar as tendências apresentadas por Odok, simulações foram 
realizadas com os motores de rotor inclinado e não inclinado. Porém, considerou-se nestas 
simulações que a velocidade de operação do motor é menor que a velocidade nominal do 
mesmo. Esta consideração se fez necessária em virtude do elevado tempo exigido para se
63 
obter a curva equivalente de mn ciclo da corrente inter-barra. A freqüência destas 
correntes é a mesma das correntes das barras do rotor. Sendo a freqüência das barras do 
rotor proporcionais ao escorregamento, no caso do motor operando na velocidade nominal 
de 893,3 rpm , esta freqüência é de 0,444 Hz. Para se obter um ciclo da corrente inter- 
barra o tempo necessário de simulação é de 2,25 segundos. Com um computador de 750 
MHZ de velocidade de processamento e 128 MB de memória RAM tal resultado seria 
obtido em 10 dias . Considerou-se assim, um escorregamento de 10%. Com esta 
velocidade , o tempo de simulação necessário para se obter a curva de um ciclo da corrente 
inter-barra passa para aproximadamente 26 horas. 
Inicialmente, o motor de rotor não inclinado foi simulado com 6 fatias e 3 
resistências transversais de 40 uOhms inseridas entre a la e 2° barra. A primeira 
resistência entre a primeira e segunda fatia, a segunda resistência entre a segunda e 
terceira fatia e finalmente a terceira resistência transversal entre a terceira e quarta fatia, 
estando deste modo esta última resistência localizada no meio do pacote . Na Fig. 3.8 é 
apresentada a curva da corrente inter-barra de valor eficaz de 225 Ampères obtida para a 
resistência transversal inserida entre a primeira e segunda fatia. 
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Fig.3.8. Corrente inter-barra para o rotor não inclinado.
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Na seqüência , o rotor foi inclinado de 2,5 graus e simulado com o mesmo número 
de fatias e assumindo o valor das 3 resistências transversais inseridas como de 40 uOhms. 
Para a resistência transversal selecionada anteriormente entre a la e 2” fatia foi obtida a 
curva de corrente inter-barra de valor eficaz de 625 Ampères mostrada na F ig.3.9. As 
curvas das figuras 3.8 e 3.9 confirmam o trabalho analítico de Odok mostrado no Capítulo 
1 pois mostram a forte influência da inclinação sobre estas correntes fazendo com que as 
mesmas atinjam valores elevados. 
inclinação 2,5 graus 
2000 









Í 1 -2000 ' 
0,333 0,3662 0,3994 0,4326 0,4656 0,499 
Tempo(s) 
Fig.3.9. Corrente inter-barra para o rotor inclinado. 
(inclinação de 2,5 graus) 
3.2.3 Efeito da variação de parâmetros sobre as correntes inter-barras 
Conforme Fig.l.7 , para um valor de resistência transversal baixo uma maneira de 
reduzir a perda Joule total do rotor é diminuir o ângulo de inclinação das barras. Assim , o 
ângulo de inclinação de 5 graus foi assumido para simular o motor. O número de fatias
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adotado anteriormente foi mantido assim como o valor de 40 uOhms para as resistências 
transversais inseridas. 
Na Fig.3.l0 têm-se a curva da corrente inter-barra para a resistência transversal 
selecionada entre a primeira e segtmda fatia . O valor eficaz desta corrente é de 883 
Ampères. A comparação desta curva com a mostrada na Figura 3.9, onde o ângulo de 
inclinação é menor, mostra que a tendência apresentada por Odok na Fig. l .7 se verifica. É 
importante observar contudo, que reduzindo o ângulo de inclinação pela metade , a 
redução da corrente inter-barra foi de apenas 26% . A corrente inter-barra mantêm-se ntun 
valor elevado e ainda dentro dos limites de degradação da área atingida. 

















0,333 0,366 0,399 0,433 0,466 0,499 
Tempo(s) 
Fig.3.l0. Corrente inter-barra para resistência selecionada entre 1” e 2” fatia. 
(inclinação de 5 graus) 
Naturalmente não é o objetivo deste trabalho estimar o valor de resistência inter- 
barra mínimo necessário para que a inclinação comece a ter o efeito citado por Odok. O 
valor de resistência crítico mostrado na Fig.l.7 é impossível de se obter matematicamente 
e também experimentalmente devido às já citadas dificuldades de medição e definição na 
modelagem. \
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Diagnosticar a presença das correntes inter-barras durante a operação do motor é 
ainda um problema sem solução. A principio, o controle precisa ser feito através das 
variáveis disponíveis na máquina ou seja corrente do estator, tensão e torque. A observação 
da corrente tem sido empregada para controle de falhas na estrutura do rotor como por 
exemplo barras quebradas. Todo o trabalho é baseado na análise do espectro harmônico 
das correntes do estator. O primeiro passo para verificar se este método poderia ser , a 
princípio, usado para detectar a presença de correntes inter-barras nos rotores é simular o 
motor de rotor inclinado com e sem resistências transversais inseridas. Nas Figuras 3.1 1 .a e 
3.ll.b são mostradas as correntes do estator obtidas das simulações do motor de rotor 
inclinado de 5 graus com as 3 resistências transversais de 40 pOhms inseridas e sem as 
resistências transversais. O espectro harmônico destas correntes (não incluindo a 
fundamental para melhor visualização) é mostrado na Fig. 3.12. Uma vez que foi 
observado no espectro uma pequena variação da amplitude dos componentes harmônicos , 
esta variação pode a princípio, ser considerada na detecção de falhas de isolação. Contudo, 
isto só pode ser feito após uma síntese de vários resultados obtidos com diferentes 
parâmetros. Desta síntese poderia seria obtida urna relação de causa e efeito que seria 
usada para a detecçao. 
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Fig. 3.12. Composição harmônica da corrente do estator 
(com e sem resistência transversal)
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Outra importante análise a ser feita com as correntes inter-barras é verificar seu 
comportamento em função da posição na região do rotor. Da simulação realizada com 0 
rotor inclinado de 5 graus, 6 fatias e 3 resistências transversais inseridas de 40 pOhms têm- 
se, confonne Fig. 3.13 a curva da corrente associada à resistência transversal inserida 
entre a 33 e 4” fatia (centro do pacote). O resultado obtido mostra que a amplitude desta 
corrente é sensível a posição da resistência transversal associada Isto mais uma vez 
confirma a conclusão obtida anteriormente que somente uma isolação efetiva evitará a 
presença de uma alta corrente transversal no rotor inclinado. 
É importante lembrar também que uma quantidade reduzida de resistência inter- 
barras pode, a princípio, gerar uma menor quantidade de perda inter-barra mas, não 
garante que o rotor não será danificado. O valor da densidade de corrente na região afetada 
deve ser o critério de análise. V 
















Fig.3.13. Corrente inter-barra para resistência selecionada entre 3” e 4” fatia. 
(inclinação de 5 graus - corrente inter-barra no centro do pacote) 
Entre os mais importantes controles estabelecidos para reduzir as perdas adicionais 
em carga é a relação entre o número de ranhuras do estator e rotor. Outro controle também
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importante é o valor de abertura da ranhura do estator pois a mesma é responsável pela 
pulsação da densidade de fluxo radial ao redor do entreferro. 
Para verificar o comportamento da corrente inter-barra com a variação da abertura da 
ranhura o estator do motor de indução foi substituído nas simulações por um estator com 
abertura de ranhura de 1/z do valor da abertura original. 
A curva da Fig.3.l4 mostra que cuidados devem ser tomados ao se utilizar esta 
regra de redução de perdas. O efeito benéfico obtido com a redução das perdas de alta 
fieqüência (principalmente as perdas superficiais) podem ser comprometidos com o 
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0,333 0,366 0,399 0,433 0,466 0,499 
Tempo(s) 
Fig.3. 15. Corrente inter-barra para a resistência transversal selecionada 
(abertura da ranhura igual a % da abertura nominal)
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Naturalmente , o modelo desenvolvido permite a variação de inúmeros parârametros 
da máquina. Os selecionados para a análise desenvolvida neste capítulo, foram os mais 
citados em trabalhos analíticos. 
Entre os parâmetros que não foram variados nesta análise, o mais significativo é a 
variação das condições de saturação. O efeito da saturação sobre as correntes inter-barras 
só é citado na literatura de forma analítica no trabalho de Subba Rao[20]. O autor trata, 
assim como Odok, das perdas totais do rotor com a presença da corrente inter-barra. Uma 
vez que o modelo de circuito adotado por este autor para desenvolver seu trabalho não é 
simples , o entendimento do mesmo é bastante prejudicado. O autor contudo apresenta sua 
conclusão afirmando que para uma resistência transversal finita e urna velocidade defmida, 
o fenômeno da saturação tem influência na redução das perdas totais do rotor.
/
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3.3 Conclusões deste capítulo 
Conforme apresentado neste trabalho, a modelagem desenvolvida apresenta-se como 
uma ferramenta importante para a análise das perdas inter-barras em motores de indução 
de gaiola. Em motores com problemas de isolação das barras do rotor, conhecendo-se ou 
estimando-se o valor da resistência transversal é possível calcular a densidade de corrente 
que estará presente em determinadas região dos dentes do rotor. 
Os resultados de simulação mostrados neste capítulo confirrnaram o trabalho analítico de 
Adnam Odok que ressalta a influência da inclinação no comportamento desta correntes. 
Na parte experimental foi constatada a dificuldade de medição das resistências 
transversais. 
Dos resultados obtidos conclui-se que nos motores de indução de gaiola de rotor inclinado 
somente uma isolação efetiva dos condutores do rotor poderá evitar a circulação de 
correntes inter-barras e consequentemente a presença de perdas inter-barras. 
Conclui-se também que cuidados devem ser tomados quando da utilização de regras de 
minimização de harrnônicos de alta fiequência. Em determinados casos esta minimização 
pode aumentar a amplitude da corrente inter-barra presente no rotor.
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CoNcLUsÃo FINAL 
Apresentou-se neste trabalho as etapas realizadas para o desenvolvimento de uma 
metodologia original para o cálculo das correntes inter-barras em motores de indução de 
gaiola , resultantes de falhas de isolação das barras do rotor. 
A primeira etapa consistiu de uma revisão bibliográfica onde foram buscados 
subsídios teóricos para o entendirnento do problema em estudo. Nesta etapa ficou evidente 
a dificuldade encontrada pela comunidade científica em estabelecer métodos padronizados 
para a medição e redução das perdas inter-barras, geradas pelas correntes inter-barras. 
Entre os problemas encontrados no estudo destas correntes está a medição da resistência 
transversal , presente entre as barras não isoladas do rotor. Sendo inerentemente resultante 
de falhas de processo de fabricação do motor, a resistência transversal será muito variável. 
Na determinação experimental da resistência transversal (usando o método direto) as 
tensões ficaram na faixa de erro do aparelho de medição. Deste modo, garantir a exatidão 
dos valores medidos e estabelecer leis que estabeleçam o comportamento da resistência 
transversal é impossível. 
Na etapa de determinação do modelo numérico optou-se por implementar o 
problema das correntes inter-barras no programa EFCAD (programa baseado no Método 
de Elementos Finitos e desenvolvido no GRUCAD-Grupo de Concepção e Análise de 
Dispositivos Eletromagnéticos). Uma vez que o prograrna EFCAD original não 
contemplava o efeito da inclinação , optou-se pelo Modelo Multi-Fatiado para representar 
a inclinação das barras do rotor. Com este modelo foi possível introduzir as resistências 
transversais no circuito do rotor. Utilizando a Teoria de Circuitos as equações de Campo e 
as Equações de Circuito foram acopladas gerando um conjunto de equações que são 
resolvidas simultaneamente. O vetor com as correntes inter-barras presentes no circuito do 
rotor é obtido diretamente do sistema resolvido. 
Para a validação da metodologia desenvolvida foram realizadas inicialmente 
simulações com dois motores de indução comercial de 1000 kW (motor de rotor inclinado 
e rotor não inclinado). Os valores de torque e corrente do estator obtidos em simulação, 
quando comparados com os valores experimentais ficaram muito próximos a estes. 
O conjunto de simulações realizadas a seguir, objetivou iniciahnente verificar as 
tendências apresentadas em trabalhos analíticos encontrados na literatura. Estes trabalhos,
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por sua importância continuam a ser ainda nos tempos atuais servindo de referência para 
inúmeros trabalhos. 
A primeira importante tendência verificada através de simulações foi a influência da 
inclinação nos campos harmônicos do estator e rotor e também nas correntes inter-barras. 
Os resultados obtidos confirmaram o encontrado na literatura pois houve um 
amortecimento e consequentemente um alisamento dos ripples das curvas de torque. As 
curvas das correntes inter-barras confnmaram o trabalho de Adnan Odok que mostra que 
em motores com anéis de curto- circuito tendendo a zero , se houver problemas de 
isolação, a corrente inter-barra será significativa somente se o rotor for inclinado. 
Nos motores inclinados com baixo valor de resistência transversal , verificou-se que 
a redução do ângulo de inclinação contribui para a redução da amplitude das correntes 
inter-barras conforme anunciou Odok. A redução observada porém, não foi suficiente para 
que o motor saísse dos limites de degradação do rotor. 
As simulações realizadas com variação de parâmetros mostraram que cuidados 
devem ser tomados na otimização de motor. Algumas regras estabelecidas na literatura 
para redução de perdas adicionais em carga acarretam uma maior amplitude das correntes
~ inter barras, como por exemplo a variaçao da abertura da ranhura. 
A metodologia empregada mostrou-se eficaz para o estudo dos problemas associados 
às correntes inter-barras presentes em motores de barras de isoladas. Com este modelo é 
possível introduzir no circuito rotórico o número de resistências transversais desejadas e 
acompanhar o comportamento das principais curvas do motor . 
O emprego deste modelo para estabelecer uma regra de causa e efeito para 
detecção destas correntes é a sugestão para a continuidade dos trabalhos.
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ANEXO A 
MÉTODO DE ANÁLISE DE CIRCUITOS 
São apresentadas aqui as definições necessárias para o entendimento do Método de 
Circuitos (Método das Correntes Independentes) empregado no Capítulo 2 no 
desenvolvimento da metodologia para o cálculo das correntes inter-barra em motores de 
indução de gaiola [35][41]. 
"4>Grafo 
Conforme Fig.A.1, um circuito forma um grafo orientado ou seja, um conjunto de 
arestas orientadas ligando os vários nós deste circuito. As arestas são então os 
componentes do circuito. Temos neste grafo orientado 4 nós e 5 arestas onde os nós são 







@ 'Í z ® 
1
3 
Fig.A.1. Exemplo do circuito e grafo orientado
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=>Árvore 
Uma árvore é um conjunto de arestas ligando todos os nós do grafo sem contudo 
formar malhas. As arestas que pertencem à árvore são chamadas ramos e as que não 
pertencem são chamadas elos. A partir do grafo da Fig.A.1 podemos definir uma árvore 
qualquer conforme Fig. A.2 com n,,,, elos (linhas tracejadas )e n¡,, ramos (li11has cheias). 
De um grafo podemos extrair um determinado número de árvores onde o número de 





Fig.A.2. Árvore selecionada no grafo orientado 
¢>Malha 
Uma malha é um conjunto de arestas que formam um caminho fechado onde a soma 
das tensões nos bomes das arestas é zero. Uma malha que contenha somente um elo é 
chamada Malha Fundamental. O número de malhas filndamentais é igual ao número de 
elos. A malha fundamental tendo o elo i é numerada e orientada segundo o senso deste elo. 
Exemplo: Malha formada pelas arestas 1, 4, 2 e 3. 
'f›>Corte 
Um corte é um conjunto de arestas que urna vez retiradas do grafo, dividem o grafo 
em dois sub-grafos distintos conforme Fig. A.3. A soma das correntes das arestas dentro de
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um corte fundamental é nula. Um corte que contém somente um ramo é chamado Corte 
Fundamental. O número de cortes fundamentais é igual ao número de ramos. O corte 




,.,,-g,..z. Vzzzzf- C3 / l l 
Fig.A.3. Exemplos de cortes 
'=>Matriz Incidência 
A matriz incidência incidência F de termos[f¡¿] tem dimensão (n,.,, x n,,,) e é formada 
da seguinte maneira: 
fu = l se a aresta j parte do nó i 
f¡¿ 
= -1 se aarestaj chega ao nó i 
fm- = O nos outros casos 
A matriz incidência não tem mais que dois termos não nulos por coluna (tennos 
correspondentes ao nó de chegada e saída da aresta correspondente).
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Ex : Da Fig.A.1 temos que a matriz F tem a seguinte forma: 
arestas 
nos 1 2 
i 
3 4 5 





2 0 0 1 0 
3 0 1 
t 
0 -1 -1 
i \ 
4 0 -1 1 0 1 
¢Matriz Corte Fundamental 
' A matriz corte fimdamental [ku] tem dimensão (n,,,,-1) x na, e é formada da seguinte 
maneira: 
k¡¿ = 1 se a aresta j pertence ao corte i com a mesma orientação. 
k¡¿ = -1 se a aresta j pertence ao corte ie orientação oposta. 
k¡¿ = O se a aresta não pertence ao cortei. 
Ex : Da Fig.A.3 temos que a matriz K tem a seguinte fom1a: 
arestas 
nos - 1 1 2 3 4 5 
1 1 O 0 -1 
i
0 
2 O 1 0 0 -1 
3 O 1 1 
i
O . 0 _ 
A matriz corte fundamental pode ser dividida em duas sub-matrizes K1 e Kz de 
dimensões [(n,,,,-1) x (n,,,,-1)] e [(n,,,,-1) x (na, - nm, +1)] respectivamente. Se separarmos 
as colunas em colunas correspondentes aos ramos e colunas correspondentes aos elos 
temos:
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= l K1(m¡0-1)(m¡0-1) 
| 
I<2(nno-l)(nar-uno-l):l (a' 
A matriz K1 é uma matriz unitária e a soma das correntes dentro de um corte é nula. 
Assim: 
Ib = l K1(mw-1)(mz‹›-1) K2(1m‹›-1)(zzzf-mz‹›-1)]- 
I 
: O (32) 
onde lb e Im são respectivamente as correntes dentro dos ramos e elos. A relação (a.2) pode 
ser escrita então na forma a seguir: 
{11›}= - [K2] {Im} (8-3) 
=>Matriz Malha Fundamental 
A matriz malha fundamental [bu] tem dimensão (n,,- n,,,,+1 ) x n,, e é definida por : 
b¡¿ = l se a aresta j pertence à malha fundamental i com a mesma orientação. 
b¡¿ = -1 se a aresta j pertence à malha fundamental i e orientação oposta. 
b¡¿ = 0 se a aresta não pertence à malha fundamental i. 
Da Fig.A.l temos: 
arestas 
nos - 1 1 2 3 4 5 
1 1 1 1 1 0 
2 
I 
0 1 0 o 
|
1 
Se decompomos B em duas sub-matrizes Bz e Bz respectivamente de dimensões 
(n,,,«- n,,,,+l)x(n,,,,-1) e (n,,,- n,,,,+l)x(n,,,- n,,,,+l) considerando iniciahnente os ramos e 
depois os elos temos :
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arestas 








\ l Í 
1 l 1 0 l 0 
2 0 of-101 
[Bl = [B1(mz-zm0+1)(m0-1) 
l 
B2(nzz-zm‹›+1)(nzf-mz‹.›+1)l (3--4) 
Pela definição de malhas fundamentais, a matriz Bz é matriz unitária logo :
V : 
I: Bl(nar-nno+l)(nno-1) B2(nar-nno+l)(uar-nno+l) 
} 
= O 
A relação (a.5) pode ser então escrita como a seguir : 
{Vm} = - [B1] {Vr›} (a-6) 
=i>Relação entre B1 e Kz 
O termo b¡¿ de B1 corresponde à malha fimdamental i (ou seja o elo i) e ao ramo j. O 
termo k¡¿ de Kz corresponde ao corte fundamental j(ou seja o ramo j) e ao elo i. 
Se b¡¿ é nulo, a malha fundamental i não contém o ramo j. Se o corte fimdamental j 
cortasse o elo i, o mesmo forçosamente cortaria um ramo pertencente à malha fundamental 
i e com isso cortaria outros ramos além do ramo j. Um corte fundamental não pode cortar 
mais que um ramo, logo o corte fundamental j não corta o elo i. 
Assim, se b¡¿ = 0 temos k¡¡¡ = 0. 
Se b¡¿ = i 1 então a malha fundamental i contém o ramo j. O corte fimdamental j só 
pode cortar o elo i. De fato se o corte não cortasse o elo i então ele cortaria, além do ramo 
j, uma outra aresta da malha que seria então um ramo. 
Os casos de orientação possíveis nos dão a seguinte relação ; 
b¡J=l => l(_¡,¡=-1
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b¡¿= -l=> k,-,¡= 1 
Temos então finalmente : 
B, = - K2* (a. 7) 
=>O algoritmo de Welsh 
Para colocar de forma automática um circuito em forma de equação é necessário 
determinar a partir de sua topologia (a partir da matriz incidência F) a matriz B1 ou a matriz 
Kz. O algoritmo de Welsh permite a determinação de Kz a partir de F que por sua vez é 
facilmente obtida a partir da definição topológica de um grafo orientado. 
O algoritmo de Welsh pode ser anunciado da seguinte forma: Seja F a matriz 
incidência conhecida. Para cada coluna j de F considera-se o primeiro elemento não nulo 
f¿_¡ tal que nenhum elemento da linha i tenha sido escolhido nas colunas precedentes (é a 
primeira vez que o nó i é considerado). Se este elemento não nulo existe atribuímos à 
coluna em questão o número i , senão, atribuímos zero. Substituímos então toda linha 
tendo um elemento não nulo na jmésima coluna pela soma ou diferença com a j°“és¡"'“ linha 
para que f¡¿ reste como o único elemento não nulo da j°“és¡“'” coluna. Obtemos assim a 
árvore procurada tomando as arestas ou seja as colunas cujo valor atribuído é não nulo. 
Uma permuta é efetuada em seguida entre as colunas para coloca-las em ordem crescente. 





A matriz [F1'] é constituída das colunas cujos valores atribuídos são não nulos, ou 
seja, os ramos da árvore e [Fz'] é constituída das matrizes cujo valor atribuído foi zero ou 
seja os elos. Os cortes definidos pela matriz [F '] diferem dos cortes fundamentais somente 
pela orientação e ordem de classificação. 





Neste trabalho foi apresentado o desenvolvimento e validação de uma nova 
metodologia para o cálculo das correntes inter-barras baseado no Método de Elementos 
Finitos em duas dimensões. O mesmo foi estruturado sobre o programa EFCAD-com 
Movimento desenvolvido no GRUCAD (UFSC-Brasil)/LEEI(INP'T-França). Os módulos 
envolvidos nas etapas de pré-processamento e pós-processamento do mesmo são : 
Q Pré-processamento 
Nesta etapa são fornecidas as características construtivas da estrutura analisada assim 
como as características dos materiais que a compõem Para tal os módulos EFP, EFD e 
EFM do EFCAD são utilizados. 
No módulo EFP são fornecidas as características dos materiais que compõem a 
estrutura. É gerado nesta etapa um arquivo do tipo EFMAT.dat. 
No módulo EFD são fornecidas as informações construtivas da estrutura e um 
arquivo do tipo *.pre é gerado. 
O módulo EFM possui as informações de bobinagem, condições de fronteira e 
materiais impostos dentro da estrutura. Ê um gerador de malha semi-automático tendo 
como arquivo de saída um arquivo do tipo *.elf. 
=> Pré-processamento 
São utilizados nesta etapa os programas EFGN e DSN. 
O módulo EFGN é utilizado para a visualização das cartas de campo, densidades de 
correntes induzidas e curvas eqüipotenciais. 
Para a exploração das curvas de corrente , torque, correntes inter-barras e análise de 
torque o programa DSN é empregado.
DIAGRAMA DE FLUXO DO MÓDULO DE CÁLCULO (EFc1Nc) 
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